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CULLING



Culling

• ������
������������	��: ���	�	�� ก�� ���	����
• 
������������������ ���	��ก���	�	������	�	������
��

• ��	� 	!����ก"����#����$�
�%	���������
�����������	����&��
��
– '���&��!��(ก��
�)��* 	– '���&��!��(ก��
�)��* 	

– '����$�
�+
+ก�,�������� 
'�	���
�)	-�.-��	�ก��ก-��&	���/�

• 
�������/����&�� OpenGL "�����������
�����������	�	�����
��"��
����ก��
�)	��&��"��

• ก��
�0�ก"�����������
������ 
��
���ก��� Culling



glCullFace

• glCullFace(GLenum mode)

– ก$��	���(��ก�� cull ������
������
– mode ��#��"�����(��

• GL_FRONT = "��������	�	��
• GL_BACK = "��������	����• GL_BACK = "��������	����
• GL_FRONT_AND_BACK = "������� �������	

– ����
���ก&	 glBegin(…) (�� glEnd()

– ก��	ก���$� culling ����1� ���������� 
glEnable(GL_CULL_FACE) 
���ก��	

– �ก
��กก���$� culling (��������ก���	) !��ก������ 
glDisable(GL_CULL_FACE)



�����&'��(��	�)��	 �&'��(��	�)�!�?

• !���ก�� ������
���������
�����(���
�)	������
����ก�	���(	���	

�)�	�4�ก� /0������	 5���	�	��6 &��
��

• /��
�)	������
����ก�	���
�)�	�4�ก� /0������	 5���	����6 &��

• (��
�������/
�����	"�� ���� glFrontFace• (��
�������/
�����	"�� ���� glFrontFace

– glFrontFace(GL_CCW) = /0���� 5��	
�)�6 
�%	���	�	��

– glFrontFace(GL_CW) = /0���� 5���
�)�6 
�%	���	�	��
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ANIMATION WITH GLUT



���	��	
���($��')���  GLUT

• 
�������/�����-�.
#�0��	"��!��ก�����-�.&���
�%	����7

• ก����#0� ��ก'���
����$�ก�� 
����������ก��
���ก+8�ก,'�	���
��&��"�&	 
glutDisplayFunc &���
– /������ก��#���
�)������9 30 
+��/��	��� (�0�	"��.�&'�"��) ������ก��– /������ก��#���
�)������9 30 
+��/��	��� (�0�	"��.�&'�"��) ������ก��


���ก+8�ก,'�		� ��ก7 33 �������	���

– /������ก��#���
�)������9 60 
+��/��	��� (�0�	"����ก7) ������ก��

���ก+8�ก,'�		� ��ก7 17 �������	���



����+&��# ก�,�ก�-!� display � .	�'�?

• 
���ก���7 #�������ก)"����� (����	��"�: $�:��	ก��ก��
���ก&	 
glutMainLoop

• 
�������/����&�� glutMainLoop 
���ก+8�ก,'�	 display "������
#$����� glutPostRedisplay()#$����� glutPostRedisplay()

• glutPostRedisplay()
– ��ก GLUT ���
������ก��&����	
���ก+8�ก,'�	���&��"�ก�� 

glutDisplayFunc &	��#�� ����"�
– /��
���ก glutPostRedisplay ����#�� �ก��	�����"� +8�ก,'�	 

display ��/ก
���ก
.���#�� �
����



����+&��# ก glutPostRedisplay

�/ก0 X ��������	�#'�� .	�'�?

• glutTimerFunc(unsigned int msecs, 

void (*func) (int value), value)

– 
���ก+8�ก,'�	 func ���&����
�%	 argument ������������ก
���1��	"�"�� 
msecs �������	���

 

msecs �������	���

– func ��"����� value ���&����
�%	 argument ��� 3 
�%	 
argument

– ��
���ก func 
.���#�� �
����
���	� 	

– ���	� 	/������ก��&��
���ก
�%	#��7 &	 func ��������ก��
���ก 
glutTimerFunc &�����
��&���



�!�� .	� 1

void printInt(int value)
{

printf("Got an integer: %d\n", value);
}

int main(int argc, char **argv)

{
glutInit(&argc, argv);glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode(GLUT_RGBA | GLUT_SINGLE);

glutCreateWindow("glutTimerFunc Example 01");

glutDisplayFunc(display);

glutTimerFunc(2000, printInt, 123);
glutTimerFunc(3000, printInt, 456);
glutTimerFunc(4000, printInt, 789);
glutMainLoop();

}



�!�� .	� 2

void printAndReschedule(int interval)
{

printf("I'm printing this every %d milliseconds\n", interval);
glutTimerFunc(interval, printAndReschedule, interval);

}

int main(int argc, char **argv)

{{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode(GLUT_RGBA | GLUT_SINGLE);

glutCreateWindow("glutTimerFunc Example 01");

glutDisplayFunc(display);

glutTimerFunc(0, printAndReschedule, 500);
glutTimerFunc(0, printAndReschedule, 1000);
glutTimerFunc(0, printAndReschedule, 2000);
glutMainLoop();

}



ANIMATION & 

MVC DESIGN PATTERN



)�!กก	���	 animation ��� 
Model-View-Controller

• 
��(���!��(ก�����
����ก
�%	������	
– Model = ���	������ก��ก������� &	���	� #0�!�
�����������0�����������
��

����ก��(���
– View = ���	���	$�!�
��"�(���

Controller = 

���	���	$�!�
��"�(���
– Controller = ���	����$�ก��
�����	(���!�
�� :*�����
�%	1�����ก


������1��	"� ��0�ก��������	���1�&'�

• ��ก��(����	�����ก�	'��
�	
– Controller �$��	�����
�����	(���!�
�������
���� "�����	�����(���
– View �$��	�����(���!�
�������
���� "����
�����	(���!�
��
��



)�!กก	���	 animation ��� 
Model-View-Controller (�.�)

• &	!��(ก��ก��++;ก�,���&'� GLUT ���
��
– Model = ���	���
ก)����������7

– View = callback ��� glutDisplayFunc

– Controller = callback function �0�	7– Controller = callback function �0�	7
• callback ��� glutTimerFunc

• callback �$�����
���1�&'�&'� keyboard ��0� mouse



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
�

• Model

– ���������ก���
– �$�(�	��������<	�,ก����ก���
– #���
�)�����ก���
– ��<��

struct Ball

{

double x, y;

double vx, vy;
– ��<��
– ��

• ������ก���#�����ก�<"��
�%	 
global variable 
.0�������"��&'�
����ก�	"������+8�ก,'�	

double vx, vy;

double radius;

double r, g, b;

};

Ball ball;



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

• View

– ����ก���
�%	��ก���*����� OpenGL

void drawBall(Ball &b)

{

glColor3d(b.r, b.g, b.b);glColor3d(b.r, b.g, b.b);

glBegin(GL_TRIANGLE_FAN);

glVertex2d(b.x, b.y);

for(int i=0;i<CORNERS;i++)

{

double theta = 2*M_PI*i/CORNERS;

double x = b.x + b.radius * cos(theta);

double y = b.y + b.radius * sin(theta);

glVertex2d(x,y);

}

glVertex2d(b.x + b.radius, b.y);

glEnd();

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

• View (���)
– ����&������ก���&�����ก#�� ������ก��
���ก+8�ก,'�	 display

void display()

{

glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.0);glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.0);

glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT);

drawBall(ball);

glFlush();

}

int main(int argc, char **argv)
{

...

glutDisplayFunc(display);
...

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

• Controller

– �$�&���ก���
�����	�$�(�	��

– 
')#����ก���'	ก$�(.���0�"��

– /��'	 &��
�����	��<���ก��
#�0��	��������	����ก��
�����	#���
�)�– /��'	 &��
�����	��<���ก��
#�0��	��������	����ก��
�����	#���
�)�

• +8�ก,'�	����$��	�����
�%	 controller ��/ก
���ก
�%	'���7
– &'� glutTimerFunc

– ��������
���	���
��ก�� glutTimerFunc &�����ก#�� ����/ก
���ก

– ����
���ก glutPostRedisplay 
.0��&��#���
�����	(���/ก(���1�



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void updateBall(Ball &b)

{

b.x += b.vx;

b.y += b.vy;

if (b.x + b.radius > 1)

{

b.x = 1 - b.radius;b.x = 1 - b.radius;

b.vx = -fabs(b.vx);

}

if (b.x - b.radius < -1)

/* handle collision with left wall */

if (b.y + b.radius > 1)

/* handle collision with top wall */

if (b.y - b.radius < -1)

/* handle collision with bottom wall */

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void updateBall(Ball &b)

{

b.x += b.vx;

b.y += b.vy;

if (b.x + b.radius > 1)

{

b.x = 1 - b.radius;


#�0��	����ก���

b.x = 1 - b.radius;

b.vx = -fabs(b.vx);

}

if (b.x - b.radius < -1)

/* handle collision with left wall */

if (b.y + b.radius > 1)

/* handle collision with top wall */

if (b.y - b.radius < -1)

/* handle collision with bottom wall */

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void updateBall(Ball &b)

{

b.x += b.vx;

b.y += b.vy;

if (b.x + b.radius > 1)

{

b.x = 1 - b.radius;


')#���'	ก��ก$�(.����	�����0�"��

b.x = 1 - b.radius;

b.vx = -fabs(b.vx);

}

if (b.x - b.radius < -1)

/* handle collision with left wall */

if (b.y + b.radius > 1)

/* handle collision with top wall */

if (b.y - b.radius < -1)

/* handle collision with bottom wall */

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void updateBall(Ball &b)

{

b.x += b.vx;

b.y += b.vy;

if (b.x + b.radius > 1)

{

b.x = 1 - b.radius; /��'	&��
�����	��<���&������"����	:���b.x = 1 - b.radius;

b.vx = -fabs(b.vx);

}

if (b.x - b.radius < -1)

/* handle collision with left wall */

if (b.y + b.radius > 1)

/* handle collision with top wall */

if (b.y - b.radius < -1)

/* handle collision with bottom wall */

}

/��'	&��
�����	��<���&������"����	:���



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void updateBall(Ball &b)

{

b.x += b.vx;

b.y += b.vy;

if (b.x + b.radius > 1)

{

b.x = 1 - b.radius;b.x = 1 - b.radius;

b.vx = -fabs(b.vx);

}

if (b.x - b.radius < -1)

/* handle collision with left wall */

if (b.y + b.radius > 1)

/* handle collision with top wall */

if (b.y - b.radius < -1)

/* handle collision with bottom wall */

}

!#��������	�0�	7
ก)#����7 ก�	



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void animate(int param)

{

updateBall(ball);

glutTimerFunc(INTERVAL, animate, 0);

glutPostRedisplay();

}}

int main(int argc, char **argv)

{

...

glutTimerFunc(0, animate, 0);

...

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void animate(int param)

{

updateBall(ball);

glutTimerFunc(INTERVAL, animate, 0);

glutPostRedisplay();

}


�����	!�
������ก��� (�$�&����	
#�0��	���)

}

int main(int argc, char **argv)

{

...

glutTimerFunc(0, animate, 0);

...

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void animate(int param)

{

updateBall(ball);

glutTimerFunc(INTERVAL, animate, 0);

glutPostRedisplay();

}

����&��
���ก+8�ก,'�		� &�����ก#�� �
������ก
���1��	"� 
INTERVAL �������	���

}

int main(int argc, char **argv)

{

...

glutTimerFunc(0, animate, 0);

...

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void animate(int param)

{

updateBall(ball);

glutTimerFunc(INTERVAL, animate, 0);

glutPostRedisplay();

}

����&������� ���ก&���

}

int main(int argc, char **argv)

{

...

glutTimerFunc(0, animate, 0);

...

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)

void animate(int param)

{

updateBall(ball);

glutTimerFunc(INTERVAL, animate, 0);

glutPostRedisplay();

}}

int main(int argc, char **argv)

{

...

glutTimerFunc(0, animate, 0);

...

}

����
���	&��
���ก animate


�%	#�� �(�ก���� glutMainLoop


�����$���	 ((�����	�����ก��&����	
/ก
���ก#�� ����7 "�
��)



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)
int main(int argc, char **argv)

{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode(GLUT_RGBA | GLUT_SINGLE);

glutInitWindowSize(600,600);

glutCreateWindow("Bouncing Ball");

glutReshapeFunc(reshape);

glutDisplayFunc(display);

glutTimerFunc(0, animate, 0);

ball.x = 0;

ball.y = 0;

ball.vx = 0.02;

ball.vy = 0.03;

ball.radius = 0.05;

ball.r = 1.0;

ball.g = 0.5;

ball.b = 0.5;

glutMainLoop();

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)
int main(int argc, char **argv)

{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode(GLUT_RGBA | GLUT_SINGLE);

glutInitWindowSize(600,600);

glutCreateWindow("Bouncing Ball");

glutReshapeFunc(reshape);

glutDisplayFunc(display);

glutTimerFunc(0, animate, 0);


������	 GLUT

�������	!��,
����
���	+8�ก,'�	
=�=

ball.x = 0;

ball.y = 0;

ball.vx = 0.02;

ball.vy = 0.03;

ball.radius = 0.05;

ball.r = 1.0;

ball.g = 0.5;

ball.b = 0.5;

glutMainLoop();

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�.�)
int main(int argc, char **argv)

{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode(GLUT_RGBA | GLUT_SINGLE);

glutInitWindowSize(600,600);

glutCreateWindow("Bouncing Ball");

glutReshapeFunc(reshape);

glutDisplayFunc(display);

glutTimerFunc(0, animate, 0);

ball.x = 0;

ball.y = 0;

ball.vx = 0.02;

ball.vy = 0.03;

ball.radius = 0.05;

ball.r = 1.0;

ball.g = 0.5;

ball.b = 0.5;

glutMainLoop();

}

ก$��	�#��
������	����ก���
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DOUBLE BUFFERING



Flickering

• �$�"�-�.��	ก��.���7 (-�>�?����
���ก��� flickering)
• ��-�.��(���-�.&���
�%	'���7 (���	��ก#���/�������� 60-72 
@��,�:,)
• 
�����-�. ��	��"�
�����������ก framebuffer

• ก�����-�.���
���������� 	��	• ก�����-�.���
���������� 	��	
– ���� framebuffer &��
�%	���$�
– ����ก�������ก���

• 
.�����	� 	�����&	 framebuffer ���
����*�"��&'�-�.�������9, 
• 
�0��
���������
���� ��-�.��
��-�.���"������9,"�(��� �$�&��

-�.ก��.���



Double Buffering

• (ก�"�"��!��ก��&���� framebuffer �����	
• ��	�	*��������� ��	�	*������	��

• 
������&�����&�� framebuffer ��������������

• 
���(���&��
�� framebuffer ��������������"�(���• 
���(���&��
�� framebuffer ��������������"�(���
• -�.���(����*�
�%	-�.�������9,
���

• "��
ก�� flickering



ก	�3-� double buffering 3� GLUT

• &'� GLUT_DOUBLE (�	 GLUT_SINGLE &	 
glutInitDisplayMode

• &'� glutSwapBuffers() (�	 glFlush()



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�ก�3)�.)

void display()

{

glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.0);

glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT);

drawBall(ball);

glFlush();

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�ก�3)�.)

void display()

{

glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.0);

glClear(GL_COLOR_BUFFER_BIT);

drawBall(ball);

glutSwapBuffers();
}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�ก�3)�.)

int main(int argc, char **argv)

{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode(GLUT_RGBA | GLUT_SINGLE);

glutInitWindowSize(600,600);

...

}



Animation �*ก������ก�&��ก�	�
� (�ก�3)�.)

int main(int argc, char **argv)

{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode(GLUT_RGBA | GLUT_DOUBLE);

glutInitWindowSize(600,600);

...

}



KEYBOARD INPUT



�!����
/�+	ก�45�
��
�

• glutKeyboardFunc(void (*func) (unsigned char 
key, int x, int y))

– &��+8�ก,'�	������ unsigned char (�� int ������

– key #0� ascii code �����A����ก�– key #0� ascii code �����A����ก�

– x (�� y #0��$�(�	����� mouse



�!�� .	� 1

void printKey(unsigned char key, int x, int y)

{

printf("You type key %d. The mouse is at (%d, %d)\n", key, x, y);

}

int main(int argc, char **argv)

{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode(GLUT_RGBA | GLUT_SINGLE);

glutCreateWindow("glutKeyboardFunc Example");

glutDisplayFunc(display);

glutKeyboardFunc(printKey);

glutMainLoop();

}



�!�� .	� 2

• !��(ก���ก���
���'	ก$�(.� 
���,'�	 2

• ��		� ���ก���"�������ก(���

• ก� space bar (������ก���
.���

• ก� Esc 
�%	ก����ก��ก!��(ก��• ก� Esc 
�%	ก����ก��ก!��(ก��



�!�� .	� 2

void keyboard(unsigned char key, int x, int y)

{

if (key == ' ')

{

newRandomBall();

glutPostRedisplay();

}

else if (key == 27)

exit(0);

}
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3D LINEAR ALGEBRA



��ก������	�����

• �$��������$�	�	����������

• ��E��ก>9,: �����ก>����.��.,
�)ก�	�

(x, y, z)

• 
:����
�ก
���,�������

• 
�ก
���,.�
<>

u,v,w

R
3 = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R}

x = (1, 0, 0), y = (0, 1, 0), z = (0, 0, 1), 0 = (0, 0, 0)



��ก������	����� (�.�)

• #�������
– ���&	�������

– ��<���&	�������
x xx

y

z

x

y

z
O

x

y

z

x

y

z
O



46��!��ก	�����ก������	�����

• ก$��	�&��

• ก����ก(����
�ก
���,

u = (x1, y1, z1)

v = (x2, y2, z2)

• ก��#9
�ก
���,�����
ก���,
u+ v = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2)

cu = (cx1, cx2, cx3)



46��!��ก	�����ก������	����� (�.�)

• ก����ก = 
������������

x

y

z

O

u

v

u+ v



46��!��ก	�����ก������	����� (�.�)

• ก��#9�����
ก���, = ก���0�/��

x

y

z

O

u

c1u

c2u



Linear Combination

• &��  
�%	
�ก
���,&�7 

(��  #0��$�	�	����&�7


��
���ก

v1,v2, . . . ,vn

c1, c2, . . . , cn

��� linear combination ���

c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn

v1,v2, . . . ,vn



Linear Combination (�.�)

• 
�ก
���,���������ก
�ก
���,
�%	 linear combination ��� 

x, y, (�� z

(x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) = xx+ yy + zz



Span

• /��                        
�%	
�ก
���,&�7 (���


��
���ก
:�

��� span ��� 

v1,v2, . . . ,vn

{c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn : c1, c2, . . . , cn ∈ R}

��� span ��� v1,v2, . . . ,vn



Span (�.�)

• Span ��� x, y, (�� z ��#��
���ก��

• Span ��� x ��#��
���ก��(ก	 x

• Span ��� y ��#��
���ก��(ก	 y

• Span ��� z ��#��
���ก��(ก	 z

R
3

• Span ��� z ��#��
���ก��(ก	 z

• Span ��� x (�� y ��#��
���ก����	�� xy

• Span ��� x (�� z ��#��
���ก����	�� xz

• Span ��� y (�� z ��#��
���ก����	�� yz



Linear Dependence

• 
��ก�������                       


�%	ก�������
�ก
���,��� linearly dependent

/�����
ก���,                      ��������&�����	*����#��"��
���ก�� 0

����$�&��

v1,v2, . . . ,vn

c1, c2, . . . , cn

����$�&��
c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn = 0



Linear Independence

• �������ก�� linear dependence

• 
��ก�������   


�%	ก�������
�ก
���,��� linearly independent

/��#��                    ����$�&��

v1,v2, . . . ,vn

/��#��                    ����$�&��

#0� 
���	� 	 

c1, c2, . . . , cn

c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn = 0

c1 = c2 = · · · = cn = 0



Linear Independence (�.�)

• x, y, (�� z --- linearly independent

• (1,2,0) (�� (2,4,0) --- linearly dependent


.��� 2*(1,2,0) – (2,4,0) = (0,0,0)

• (1,0,1), (2,3,0), (2,1.5,1) --- linearly dependent


.��� (1,0,1) + 0.5*(2,3,0) – (2,1.5,1) = (0,0,0)

• (0,0,0) --- linearly dependent


.��� c(0,0,0) = (0,0,0) �$�����#�� c &�7 ���"��
���ก�� 0



�������

• /�� (��� span ��� u #0�
��	������1��	��� O (�� u

x

u �= 0

{cu : c ∈ R}

y

z

O

u

R



�&�	�

• /�� u (�� v 
�%	
�ก
���,��� linearly independent ก�	(���

span ��� u (�� v #0���	�����1��	��� O, u, (�� v

{c u+ c v : c , c ∈ R}

x

v

u

{c1u+ c2v : c1, c2 ∈ R}

y

z

O



4���*����ก�����

• /�� u, v, (�� w 
�%	
�ก
���,��� linearly independent ก�	
(��� span ��� u, v, (�� w 
:����
�ก
���,��������� ����

x

v

u

{c1u+ c2v + c3w : c1, c2, c3 ∈ R}

y

z

O



Basis

• /�� span ��� u, v, (�� w
��#��
���ก��
:����
�ก
���,��������� ���� 


��
���ก u, v, (�� w ���
�%	 basis ������-��
�ก
���,�������



Basis (�.�)

• x, y, (�� z 
�%	 basis ������-��
�ก
���,�������

• (1,1,0), (0,1,1), (�� (1,0,1) ก)
�%	 basis

• (�� (1,0,1), (2,3,0), (2,1.5,1) "��&'�


.�����	"�� linearly independent



7��*8��ก�	��

• 1�#9�
ก���, (dot product)

• �	��
�ก
���,
u · v = x1x2 + y1y2 + z1z2

‖ ‖
√

2 2 2 ·
1

• ����������7

‖u‖ =
√
x21 + y

2
1 + z

2
1 = (u · u)

1

2

u · v = v · u

u · (v +w) = u · v + u ·w

u · (cv) = c(u · v)

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2(u · v)

‖cu‖ = c‖u‖



7��*8��ก�	�� (�.�)

• ������


�0�� θ #0����������� u ก�� v

u · v = ‖u‖‖v‖ cos θ

• u ก�� v �� ���กก�	ก)���
�0�� 

u

vθ

u · v = 0



��ก�����)�9$�)�.� 

• 
�ก
���,������	��
���ก�� 1

•  

• /�� u 
�%	
�ก
���,�	*���	���(���

                         #0�#��������� v 
�0��(�ก(��"�&	��<��� u

‖u‖ = 1

                         #0�#��������� v 
�0��(�ก(��"�&	��<��� uu · v = ‖v‖ cos θ



7��*8��ก�����

• 1�#9
�ก
���, (cross product)
u× v = (y1z2 − y2z1, z1x2 − z2x1, x1y2 − x2y1)

= (y1z2 − y2z1)x+ (z1x2 − z2x1)y + (x1y2 − x2y1)z

=

∣∣∣∣∣

x y z

x1 y1 z1

∣∣∣∣∣

• �� ���กก���� � u (�� v

•

=

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣

u× v

θ

u× v
‖u× v‖ = ‖u‖‖v‖ sin θ



7��*8��ก����� (�.�)

• ��<������          #�����ก�����	


– 
���0����'� "������<��� u &��?A��0���	"���� v

–            �� ���กก����	�����	����!�� u ก�� v .�����ก"�?8G����	� �!�H�������

u× v

u× v

u

v

u× v .���
���ก����>

v

u

u× v .�����กก����>



7��*8��ก����� (�.�)

• ����������7
u× v = −v × u

u× (v +w) = u× v + u×w

u× (rv) = (ru)× v = r(u× v)



ก������



ก	��4�� (Transformations)

• ��������
– “
�0��	"����:��� 1 �	���”

– “���	���(ก	 y 90 ��<�”

– “�����	�����(ก	 z 2 
���”– “�����	�����(ก	 z 2 
���”

• 
��"�&'����"�	?

– Modeling

– Animation

– Rendering Pipeline



�!�� .	�

• �����
������K��������ก����<�� 1 �	��� ���<	�,ก��������� (0,0)

• ���ก"����ก����<�� 2 �	��� ���<	�,ก���������
���

���� 2 
���



�!�� .	�

• ���ก"������(ก	
�ก��� 2 �	��� (ก	!���� 1 �	���

���� 2 
������(ก	 x



�!�� .	�

• ���ก"����ก����<�� 0.5 �	��� ���<	�,ก������������ (1,1)

��� 0.5 
��� 
�0��	(ก	 x (�� y 1 �	���



ก	��4��3��������

• ก
������������� #0� +8�ก,'�	������
�ก
���, (��0����) �������"����

�ก
���,�������
– �����ก���: �����ก>�-�>����กO>���&�E� A, B, C, D, …

– �	�
���
�:– �	�
���
�:

��0���
���	(��+8�ก,'�	ก)"��

'0��ก��(��� ������ (x,y) /ก���"���
A : (x, y) �→ (y,−x)

A((x, y)) = (y,−x)



�!�� .	�

B : (x, y) �→ (x+ 2, y + 3)

C : (x, y) �→ (x+ y, 0)

D : (x, y) �→ (1.5x, 3y)

�→
D : (x, y) �→ (1.5x, 3y)

E : (x, y) �→ (x, ex)

F : (x, y) �→ C(D((x, y)) = (1.5x+ 3y, 0)



ก	��4����ก�!ก:8�

• ก
������ก��ก��� (Identity Transformation) #0� ก��
(��������������ก���"��������	
��

I : (x, y) �→ (x, y)



ก	��4���-������

• 
��ก�������ก��(��� A 
�%	ก
������������ (linear 

transformation) /����	���#����ก�����������"�	� 

1. A(u+ v) = A(u) +A(v)

 

�$�����
�ก
���, uuuu, vvvv &�7 &	 (��#��#���� c &�7 R
2

1. A(u+ v) = A(u) +A(v)

2. A(cu) = cA(u)



�!�� .	�

• ก��(���
�ก��ก>9, I 
�%	ก��(���
'��
��	 
.���

1. I(u+ v) = u+ v = I(u) + I(v)

2. I(cu) = cu = cI(u)

• ก��(���                                               ก)
�%	ก��(���
'��
��	

• (��ก��(��� "��&'�ก��(���

'��
��	 
.���

2. I(cu) = cu = cI(u)

A : (x, y) �→ (y,−x)
B : (x, y) �→ (x+ 2, y + 3)

B((2, 2)) = (4, 5) �= (6, 8) = B((1, 1)) +B((1, 1))



;���!��ก�

• /�� A 
�%	 linear transformation (���


.���

A(0) = 0

2A(0) = A(2× 0) = A(0)



ก	��4���-�������#$��	�!< 2 -��

• ก��������� (Scaling)

• ก�����	 (Rotation)



ก	� .�; 	 

• ก
������
� (Scaling) #0�ก��(���������&	��

��#�������#0�
– ����&	(	�(ก	 x 
�%	�$�	�	 α 
���

Sα,β : (x, y) �→ (αx, βy)

– ����&	(	�(ก	 x 
�%	�$�	�	 α 
���

– ����&	(	�(ก	 y 
�%	�$�	�	 β 
���



�!�� .	�

• 
	0�����ก

���	� 	

•

•

S1,1((x, y)) = (1x, 1y) = (x, y)

S1,1 = I

S2,2((1, 3)) = (2, 6)

•

•

S1,0.5((3, 10)) = (3, 5)

S1,2



ก	�)�/�

• ก�����	 (rotation) &	���	� ������ก$��	���� θ (��
�������	
��	
�)�	�4�ก������� origin "�
�%	��� θ

• ��E��ก>9, !��Rθ

R : (x, y) �→ (x cos θ − y sin θ, y cos θ + x sin θ)Rθ : (x, y) �→ (x cos θ − y sin θ, y cos θ + x sin θ)
x

y

θ



�!�� .	�

• (���	 0 
�
���	
���ก��"�����	
��)

•  

I = R0

Rπ
6
((1, 0)) =

(
cos

π

6
, sin

π

6

)
=
(√3
2
,
1

2

)

• Rπ
4



Linear Transformation ��& Basis

• &�� xxxx = (1,0) (��&�� yyyy = (0,1)


��"������$�������� (x,y) &�7

(x,y) = x(1,0) + y(0,1) = xxxxx + yyyyy

• /�� A 
�%	 linear transformation 
����"�����

A((x, y)) = A(xx+ yy)

= A(xx) +A(yy)

= xA(x) + yA(y)



Linear Transformation ��& Basis

• ก����#0�/��
���� A(xxxx) (�� A(yyyy) 
��ก)�����/#$�	�9 
A((x,y)) �$�����
�ก
���, (x,y) &�7 "���� ����

• .���ก(��#0� linear transformation ��/ก	��������#��
�����	��� basis ��� vector space�����	��� basis ��� vector space



ก	����ก	��4���-�������� �����ก=�

• �������� A(xxxx) = (a,b) (�� A(yyyy) = (c,d)

��"�����

A((x, y)) = x(ax+ by) + y(cx+ dy)

= (ax+ cy)x+ (bx+ dy)y

= (ax+ cy, bx+ dy)



ก	����ก	��4���-�������� �����ก=�

• /��
���	#��$���� (x,y) ���� column vector

��"�����

[
x

y

]

A

([
x

y

])
=

[
ax+ cy
bx+ dy

]

• ��	� 	ก��(���
'��
��	�������#0�
����ก:, 2x2

A

([

y

])
=

[

bx+ dy

]

=

[
a c

b d

] [
x

y

]



ก	����ก	��4���-�������� �����ก=�

• ���
ก�

A =

[
a c

b d

]

A(x)



ก	����ก	��4���-�������� �����ก=�

• ���
ก�

A =

[
a c

b d

]

A(y)



�!�� .	�

• I 
�%	ก��(���
'��
��	 (�� I(xxxx) = (1,0), I(yyyy) = (0,1)

���	� 	

I =

[
1 0
0 1

]


����ก:,
�ก��ก>9,

• 
	0�����ก

���	� 	 

[

0 1

]


����ก:,
�ก��ก>9,

Sα,β(x) = (α, 0), Sα,β(y) = (0, β)

Sα,β =

[
α 0
0 β

]



�!�� .	�

• 
	0�����ก

���	� 	

Rθ(x) = (cos θ, sin θ)

Rθ(y) = (− sin θ, cos θ)
���	� 	

Rθ =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]



ก	���($���ก�;�	�

• ก
���� ���ก���
� (translation) #0�  ก��(���������&	��

��#�������#0� /�� (���

Tu : v �→ v + u

��#�������#0� /�� uuuu = (u1, u2) (���


����
�0��	��"����(ก	 x 
���ก�� u1 �	���

(��
�0��	��"����(ก	 y 
���ก�� u2 �	���



�!�� .	�

• I 
�%	ก��
�0��	(ก	�	�	 
.��� I(uuuu) = uuuu + 0000 ���	� 	            
I = T(0,0) (
���	����7 ��� T0,0)

• T (0,0) = (2,3) ���	� 	 T "��&'�ก��(���
'��
��	• T2,3 (0,0) = (2,3) ���	� 	 T2,3 "��&'�ก��(���
'��
��	

• ก����#0� /�� uuuu "��&'� 0000 (��� Tuuuu "��
�%	ก��(���
'��
��	 
	0�����ก 
Tuuuu(0000) = u u u u :*����#��"��
���ก�� 0000



�!�� .	�

•  

T1,1



Composition

• Composition #0�ก��	$�
��ก��(��������	�����&��
�%	��	

������K��	*��

• &�� A ก�� B 
�%	ก��(��� composition �����	#0�ก��(��� 
BA !�����BA !�����

ก����#0�
�%	ก��(������
ก���* 	��กก��	$�
�ก
���,�����
���"�(���
���� A ก��	(����*�(������� B

BA : (x, y) �→ B(A((x, y))



• #0�ก�����	 90 ��<�(���
�0��	���(ก	 y �	*���	��� 

�!�� .	�

T0,1Rπ
2

Rπ
2

T0,1T0,1Rπ
2



;���!��ก�

• /�� A 
�%	ก��(���&�7 (��� IA = AI = A

• �����! !������"�(���
• �

AB �= BA

R π
2
T0,1

Rπ
2

T0,1

R π
2
T0,1



ก	��4�����'���

• 
��ก�������ก��(��� A 
�%	ก
������!"!�� (affine 

transformation) /��

!����� T 
�%	ก��
�0��	(ก	�	�	(�� B 
�%	ก��(���
'��
��	

A = TuB

!����� Tuuuu 
�%	ก��
�0��	(ก	�	�	(�� B 
�%	ก��(���
'��
��	



�!�� .	�

• I 
�%	ก��(���(�+"+	,
.��� I = T0,0I

• 
�%	ก��(���(�+"+	, (�����
�)	"��'��)

• ก)
�%	ก��(���(�+"+	,
'��
����ก�	 
.���
T0,1Rπ

2

Rπ
2
T0,1

R π
2
T0,1(v) = Rπ

2
(v+ (0, 1))

= Rπ
2
(v) +Rπ

2
((0, 1))

= Rπ
2
(v) + (−1, 0)

= T−1,0Rπ
2
(v)



;���!��ก�

• /�� B 
�%	ก��(���
'��
��	(��� BTuuuu ��
�%	ก��(���(�+"+	,

��� 
	0�����ก

ก����#0�
BTu(v) = B(v + u) = B(v) +B(u) = TB(u)B(v)

ก����#0�
BTu = TB(u)B



;���!��ก�

• 
�������/.���	,"���$�	��
����ก�	��� /��(����������ก��(���


�%	ก��
�0��	(ก	�	�	��0�ก��(���
'��


��	(��� ก��(��� ��
�%	ก��(���(�+"+	,
• ���	� 	ก��(���(�+"+	,�*�
�%	ก�������ก��(���������

A1, A2, . . . , An−1, An

AnAn−1 · · ·A2A1
• ���	� 	ก��(���(�+"+	,�*�
�%	ก�������ก��(���������
– ก���������

– ก�����	

– ก��
�0��	(ก	�	�	

– ก��(���
'��
��	


��"���� ����



Homogeneous Coordinates

• Homogeneous coordinates 
�%	��K�ก��(�	����������
����
�ก
���,�������(���	*�� !�����


�ก
���, (x,y,w) ����/*���� (x/w,y/w) /�� w ≠ 0

• ��������• ��������
– (1,2,1) ����/*���� (1,2)

– (2,4,2) ����/*���� (1,2) 
'�	
����ก�	

– (w,2w,w) ก)����/*���� (1,2) �$�����#�� w &�7



ก	����ก	��4�����'����� �����ก=�

• ��������
����ก��(���(�+"+	,                        !�����

��"�����

A = TuB

B =

[
a c

b d

]
, u =

[
e

f

]

��"�����

A

([
x

y

])
=

[
a c

b d

] [
x

y

]
+

[
e

f

]

=

[
ax+ cy + e
bx+ dy + f

]



ก	����ก	��4�����'����� �����ก=�

• &��


�0��
��#9 ���� :*��
�%	 homogeneous 

N =




a c e

b d f

0 0 1






�0��
��#9 N ���� (x,y,1) :*��
�%	 homogeneous 

coordiate ��� (x,y) ��"�����

N




x

y

1



 =




a c e

b d f

0 0 1








x

y

1



 =




ax+ cy + e
bx+ dy + f

1





homogeneous coordinate ���A((x, y))



ก	����ก	��4�����'����� �����ก=�

• ��	� 	 affine transform #0�
����ก:, 3x3 ���(/�����
���ก�� 
(0,0,1)



ก	����ก	��4�����'����� �����ก=�

• ���
ก�

A =




a c e

b d f

0 0 1




0 0 1



A(x)− u = B(x)



ก	����ก	��4�����'����� �����ก=�

• ���
ก�

A =




a c e

b d f

0 0 1




0 0 1



A(y)− u = B(y)



ก	����ก	��4�����'����� �����ก=�

• ���
ก�

A =




a c e

b d f

0 0 1




0 0 1



u = A(0)



�!�� .	�

•

•

•

• ���	� 	 

T0,1Rπ
2
((0, 0)) = (0, 1)

T0,1Rπ
2
((1, 0))− (0, 1) = (0, 2)− (0, 1) = (0, 1)

T0,1Rπ
2
((0, 1))− (0, 1) = (−1, 1)− (0, 1) = (−1, 0)

• ���	� 	 

T0,1Rπ
2
=




0 −1 0
1 0 1
0 0 1







�����ก=�;��ก	��4�����'����#$��	�!<

Sα,β =




α 0 0
0 β 0
0 0 1



 Rθ =




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1




0 0 1

 
0 0 1



Tu =




1 0 u1
0 1 u2
0 0 1



 I =




1 0 0
0 1 0
0 0 1







Composition ��&�����ก=�

• Composition #0�ก��#9
����ก:,

• ��������


1 0 0


0 −1 0

 
0 −1 0



T0,1Rπ
2
=




1 0 0
0 1 1
0 0 1








0 −1 0
1 0 0
0 0 1



 =




0 −1 0
1 0 1
0 0 1







ก	��4��7!�ก�!�

• ก
����#��ก��$ (inverse) ���ก��(��� A #0�ก��(��� A-1

����$�&��

• ก��(���������"���� inverse 
'�	
AA−1 = A−1A = I

A : (x, y) �→ (x, 0)• ก��(���������"���� inverse 
'�	

• ก��(���(�+"+	, A ���� inverse ก)���
�0��
����ก:,��� A �� 
inverse .���ก	���	*��#0�

A : (x, y) �→ (x, 0)

det(A) �= 0



ก	��4��7!�ก�!�;��ก	��4�����'����#$��	�!<

(
Sα,β

)−1
=




α 0 0
0 β 0
0 0 1





−1

=




1
α

0 0
0 1

β
0

0 0 1



 = S 1

α
, 1
β

( )    

(
Tu
)−1

=




1 0 u1
0 1 u2
0 0 1





−1

=




1 0 −u1
0 1 −u2
0 0 1



 = T−u



ก	��4��7!�ก�!�;��ก	��4�����'����#$��	�!<

(
Rθ
)−1

=




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1





−1


− cos θ − sin θ 0



 

=




− cos θ − sin θ 0
sin θ − cos θ 0
0 0 1





=




cos(−θ) − sin(−θ) 0
sin(−θ) cos(−θ) 0
0 0 1



 = R−θ


