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• �����ก���: �����ก������������ก���

(x, y, z)

• �����	��ก�����������

• ��ก���������

u,v,w

R
3 = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R}

x = (1, 0, 0), y = (0, 1, 0), z = (0, 0, 1), 0 = (0, 0, 0)



Linear Combination

• ���  � !���ก������" 

#�$  %&�
�����
�	��"

���'(ก

v1,v2, . . . ,vn

c1, c2, . . . , cn

�)� linear combination ��	

c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn

v1,v2, . . . ,vn



Linear Combination (��)

• ��ก�����������*+ก��ก����� !� linear combination ��	 

x, y, #�$ z

(x, y, z) = x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) = xx+ yy + zz



Span

• ,��                        � !���ก������" #���

���'(ก���

�)� span ��	 

v1,v2, . . . ,vn

{c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn : c1, c2, . . . , cn ∈ R}

�)� span ��	 v1,v2, . . . ,vn



Span (��)

• Span ��	 x, y, #�$ z �'%)��*)�ก��

• Span ��	 x �'%)��*)�ก��#ก� x

• Span ��	 y �'%)��*)�ก��#ก� y

• Span ��	 z �'%)��*)�ก��#ก� z

R
3

• Span ��	 z �'%)��*)�ก��#ก� z

• Span ��	 x #�$ y �'%)��*)�ก��$��� xy

• Span ��	 x #�$ z �'%)��*)�ก��$��� xz

• Span ��	 y #�$ z �'%)��*)�ก��$��� yz



Linear Dependence

• ��ก�)���)�                       

� !�ก�+)���	��ก����*'- linearly dependent

,���'��ก���                      *'-�'����������.-	�'%)�/�)�*)�ก�� 0

*'-*�����

v1,v2, . . . ,vn

c1, c2, . . . , cn

*'-*�����
c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn = 0



Linear Independence

• �	����ก�� linear dependence

• ��ก�)���)�   

� !�ก�+)���	��ก����*'- linearly independent

,��%)�                    *'-*�����

v1,v2, . . . ,vn

,��%)�                    *'-*�����

%&� �*)���0� 

c1, c2, . . . , cn

c1v1 + c2v2 + . . .+ cnvn = 0

c1 = c2 = · · · = cn = 0



Linear Independence (��)

• x, y, #�$ z --- linearly independent

• (1,2,0) #�$ (2,4,0) --- linearly dependent

���$ 2*(1,2,0) – (2,4,0) = (0,0,0)

• (1,0,1), (2,3,0), (2,1.5,1) --- linearly dependent

���$ (1,0,1) + 0.5*(2,3,0) – (2,1.5,1) = (0,0,0)

• (0,0,0) --- linearly dependent

���$ c(0,0,0) = (0,0,0) ������%)� c ��" *'-/�)�*)�ก�� 0



Basis

• ,�� span ��	 u, v, #�$ w
�'%)��*)�ก�������	��ก�����������*�0	��� 

���'(ก u, v, #�$ w �)�� !� basis ��	 �12����ก�����������



Basis (��)

• x, y, #�$ z � !� basis ��	 �12����ก�����������

• (1,1,0), (0,1,1), #�$ (1,0,1) ก�� !� basis

• #�) (1,0,1), (2,3,0), (2,1.5,1) /�)�3)

���$���/�) linearly independent



�������ก����� (��)

• �������)�	"
u× v = −v × u

u× (v +w) = u× v + u×w

u× (rv) = (ru)× v = r(u× v)



ก������



ก	����� (Transformations)

• ����()�	
– “��&-��/ *�	���( 1 ��)�(”

– “��+���#ก� y 90 �	��”

– “�(�(�������#ก� z 2 �*)�”– “�(�(�������#ก� z 2 �*)�”

• ���/ �3�*'-/��?

– Modeling

– Animation

– Rendering Pipeline
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• �������2���8'���	�	ก�����' 1 ��)�( 
+��2�(�ก��	�(2)*'- (0,0)

• �(�ก/���	ก�����' 2 ��)�( 
+��2�(�ก��	�(2)*'-����

�(�( 2 �*)�



�����	�

• �(�ก/���	'#ก���ก(�� 2 ��)�( #ก�<*(�� 1 ��)�(

�(�( 2 �*)����#ก� x



�����	�

• �(�ก/���	ก�����' 0.5 ��)�( 
+��2�(�ก��	�(2)*'-
+� (1,1)

()� 0.5 �*)� ��&-��#ก� x #�$ y 1 ��)�(
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• ��ก�����������#*����(������ (x,y,z)

• �&����( (x,y,z,w) ,���(2)��2  homogeneous 

coordinate 

• homogeneous coordinate (x,y,z,w) ���(,.	��ก�� • homogeneous coordinate (x,y,z,w) ���(,.	��ก�� 
(x/w, y/w, z/w) �� �12���������
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• ��ก���������������,��'(�/���'ก#����.-	��2  matrix
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• �'%������(���&��ก�� homogeneous coordinate 

(x,y,z,1)
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• ก�# �	#�?/?�����3���*'-�'(�@)����
– ก���&-��#ก����� (translation)

– ก�()��(�( (scaling)

– ก���+� (rotation)– ก���+� (rotation)

����,#*�/�����( matrix 4 %2� 4



ก	��������ก���	�

• �����ก���

• �)	��ก�� (x,y,z) / (�	��ก�� (x+a, y+b, z+c)

• �' matrix � !�

cbaT ,,
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ก	�����	���	 

• �����ก��� 

• �)	��ก�� (x,y,z) / (�	��ก�� (ax, by, cz)

• �'-� !�ก�()��(�(����ก�� (0,0,0) ��&-�	
�ก��ก�� (0,0,0) /�)
� �'-(�# �	

cbaS ,,

� �'-(�# �	

• �' matrix � !�
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• ������+�
$���	��ก��	�()�	
– �ก�*'-
$�3���+�
– �+�*'-
$�3���+�

• ����$�+#ก���
$$�+���(��ก���� (a,b,c)����$�+#ก���
$$�+���(��ก���� 
• �ก�%&������	*'-�ก��
�ก
+�*�0	���*'-�(2)��2  (at, bt, ct) ��&-� t � !�


�����
�	��"
• #ก�
$@)��
+� (0,0,0) ����
• ����*��ก���+� 
+�*'-�(2)��#ก�
$/�)�%�&-��*'-
• �+�*'-
$�3���+��)�����)
$�3������ก��� θ



ก	�!
"���#�ก� z

• #ก� z %&������	��ก���)�	" *'-�(2)��2  (0, 0, t)

• ����,$�+/�����(��ก���� (0,0,1)

• �����ก���

• �)	��ก��              / (�	��ก�� 
1,0,0,θR

x  − sincos yx θθ• �)	��ก��              / (�	��ก�� 
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ก	�!
"���#�ก� z (��)

• �' matrix � !�
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ก	�!
"���#�ก� x

• #ก� x %&������	��ก���)�	" *'-�(2)��2  (t, 0, 0)

• ����,$�+/�����(��ก���� (1,0,0)

• �����ก���

• �)	��ก��              / (�	��ก��
0,0,1,θR

x  x• �)	��ก��              / (�	��ก��
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ก	�!
"���#�ก� x (��)

• �' matrix � !�
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ก	�!
"���#�ก� y

• #ก� z %&������	��ก���)�	" *'-�(2)��2  (0, t, 0)

• ����,$�+/�����(��ก���� (0,1,0)

• �����ก���

• �)	��ก��              / (�	��ก�� 
0,1,0,θR

x  + cossin θθ xz• �)	��ก��              / (�	��ก�� 
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ก	�!
"���#�ก� y (��)

• �' matrix � !�
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ก	�!
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• �����ก���

• �' matrix � !�
cbaR ,,,θ
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ก	����� affine

• ก�# �	 affine %&�ก�# �	*'-����,��'(��(2)��2  matrix









mjeb

lida










 1000

nkfc

mjeb



�%##&�ก� 

• $����ก��� !����ก������)���ก����#*�
+���

• ��ก��#�$
+�?

– ��ก��%&���������	���������: (x,y,z)

– 
+�%&�
+�*'-���������(��– 
+�%&�
+�*'-���������(��

• $����ก������������'�)�� $ก���(2)����)��
– 
+����
�� o: 
+��'0
$#*����(��ก�� (0,0,0) ��$����ก��

– ��ก���������� i, j, #�$ k ������ก�����*��*�	#ก� x, y, #�$ z 

���������



�%##&�ก�  (��)

• ��ก�� (x,y,z) ��$����ก���'0
.	���(,.	
+�

o + xi + yj + zk

ก�)��%&����%&�
+�*'-�(2)�)�	
�ก
+� o
/ ���#����ก���� i � !�$($ x �*)���	%���(����ก���� I/ ���#����ก���� i � !�$($ x �*)���	%���(����ก���� I

/ ���#����ก���� j � !�$($ y �*)���	%���(����ก���� j

/ ���#����ก���� k � !�$($ z �*)���	%���(����ก���� k



�%##&�ก� 

• ��'(�/���'ก#����.-	�)���ก�� (x,y,z) ���(,.	
+�
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�%##&�ก� ก�#ก	�����

• ��
���ก�# �	 affine
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�%##&�ก� ก�#ก	����� (��)

• ����)	��ก��              / (�	��ก�� 
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�%##&�ก� ก�#ก	����� (��)

• #�)����
��	/���'ก�)�
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�%##&�ก� ก�#ก	����� (��)

• ��	��0�ก�# �	 M 
.	����,��	/���)�� !�ก�� �'-(�$����ก��

�ก$����ก��*'-
– �' o � !�
+����
��
– �' i � !����ก�����*��*�	#ก� x
– �' j � !����ก�����*��*�	#ก� y– �' j � !����ก�����*��*�	#ก� y
– �' k � !����ก�����*��*�	#ก� z
� !�$����ก��*'-
– �' o+li+mj+nk � !�
+����
��
– �' ai+bj+ck � !����ก�����*��*�	#ก� x
– �' di+ej+fk � !����ก�����*��*�	#ก� y
– �' ii+jj+kk � !����ก�����*��*�	#ก� z



�%##&�ก� ก�#ก	����� (��)

• �&�ก�)��/���'ก�()�	��.-	%&�
– 
+����
�����)%&�
+�*'-�'��ก�� (l,m,n) ��$����ก������

– ��ก����#ก� x ���) %&���ก���� (a,b,c) ��$����ก������

– ��ก����#ก� y ���) %&���ก���� (d,e,f) ��$����ก������– ��ก����#ก� y ���) %&���ก���� (d,e,f) ��$����ก������

– ��ก����#ก� z ���) %&���ก���� (i,j,k) ��$����ก������



�%##&�ก� ก�#ก	����� (��)











mjeb

lida










 1000

nkfc

�ก� x ����



�%##&�ก� ก�#ก	����� (��)











mjeb

lida










 1000

nkfc

�ก� y ����



�%##&�ก� ก�#ก	����� (��)











mjeb

lida










 1000

nkfc

�ก� z ����



�%##&�ก� ก�#ก	����� (��)











mjeb

lida










 1000

nkfc

	
� origin ����



Homogeneous Coordinate ก�#��ก�����

• Homogeneous coodinate ����,�3�#*�/��*�0		
�#�$
�ก�����

• ,�� w �� (x,y,z,w) � !� 1 #��	�)����#*�
+�
– ,�����/�)�3) 1 ������ w / ��*+ก�����&-�*��������� !� 1 ��'(– ,�����/�)�3) 1 ������ w / ��*+ก�����&-�*��������� !� 1 ��'(

• ,�� w �� (x,y,z,w) � !� 0 #��	�)����#*���ก���� (*��*�	)



'" ก�#��ก�����

• 
+� %&� A���#��)	B

• ��ก���� %&� A*��*�	B

• %+������ก������	��ก��������กก��/��

1v

2v

213 vvv +=



'" ก�#��ก����� (��)

• #�)%+����
+���	
+�����กก��/�)/��

1p
2p ???21 =+ pp

• #�)���
+�����กก����ก����/�� 
$/��
+��'ก
+���.-	

1p

1p

2p
v 21 pvp =+



'" ก�#��ก����� (��)

• ��*����	��'(�ก�� %+�����,��@��)�	��	
+�/�� �.-	
$/��@����8�
��ก��� !���ก����

2p
v 21 pvp =+

• (ก����()�	�3)�

1p
v 21 pvp =+
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'" ก�#��ก����� (��)

• ก�# �	 affine �'@��)�
+�#�$��ก�����)�	ก��
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'" ก�#��ก����� (��)

• ��� 
– M � !�ก�# �	 affine

– p � !�
+�
– ��� v � !���ก����– ��� v � !���ก����

• /���)� 
– Mp � !�
+�
– Mv � !���ก����

• ��ก�# �	
+�
$�'ก���&-��#ก�������������(
• #�)��ก�# �	��ก���� 
$/�)�'ก���&-��#ก�������������(



TRANSFORMATIONS IN RAY 

TRACING



OpenGL Vertex Transformation (��)
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Modeling Transform

• Object space %&�$����ก��*'-��� C�*��ก��.0�<���������

• World space %&�$����ก��ก��	��	D�ก*'-<�������(" <����
���(2))��ก��

• Modeling transform *������*'-� �'-(� vertex 
�ก*'-�(2)�� • Modeling transform *������*'-� �'-(� vertex 
�ก*'-�(2)�� 
object space ���(2)�� world space

• ����$��'(�ก�������

$� �'-(�# �	�������&�*)�*�	��	<����/��
���(



Modeling Transform (��)



View Transform

• View transform �3���ก�����+�ก���	

• Eye space %&�$����ก��*'-
– �����(2)*'-
+� (0,0,0)

– ����	/ ��*��*�	#ก� z *�	�� (��*��*�	��	��ก���� –k)– ����	/ ��*��*�	#ก� z *�	�� (��*��*�	��	��ก���� –k)

– *��*�	#ก� y %&� “������”

• View transform � �'-(� vertex *'-�(2)�� world space 

���(2)�� eye space



View Transform (��)



View Transform (��)
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LookAt Transform

• ก�����+�ก���	�()�		)�(#����.-	

• ��ก
– eye = ���#��)	��	��

– at = ���#��)	*'-����	– at = ���#��)	*'-����	

– up = *��*�	������



ก	����(����%##&�ก� ��� LookAt Transform
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ก	��)	��� LookAt Transform

• ��ก����
�ก at / (�	 eye 
$ก��(� !�#ก� z

• ��ก���� up 
$ก��(� !�#ก� y #�)/�)�3)�$*'��'(�

• ��
$���	*�������ก����*'-� !�#ก� y ��0	D�กก��#ก� z

• *���()�	/?• *���()�	/?
– %����� up  (eye-at)

– ��ก�����'0��0	D�กก�� up (#ก� y) #�$ eye-at (#ก� z)

– D$��0�������� !�#ก� x

– #���%����� (eye-at)     x #���������� !�#ก� y #*�

×

×



ก	��)	��� LookAt Transform

• ก�)��%&���*��ก�%�����
z = normalize(at− eye)

x = normalize(up)× z

y = z× x

| | | |



• ����ก�� M 
$*��ก�� �'-(�$����ก��
�ก eye space � !� 
world space

M =






| | | |
x y z eye

| | | |
0 0 0 1








ก	��)	��� LookAt Transform

• �� API �3)� OpenGL #�$ DirectX < #ก�
$*��ก�%�����

         #*� M−1 M



PERSPECTIVE PROJECTION



Perspective Projection

•  ������	�����*'-����� !� frustum ( E$���(�����)

• �' foreshortening ก�)��%&� �$/*'-�(2)�ก��
$�������)ก�)�
• ���	
�กD�(#��� ����������

$/�)����ก�����&������

• ���%���� !�������� ���$���&��ก��*'-��%�*��	�� *��������&������• ���%���� !�������� ���$���&��ก��*'-��%�*��	�� *��������&������
/ �(2)��D�ก
�	"

• �3�ก��< #ก�*�	%�������*�	



Perspective Projection (��)



Perspective Projection (cont.)

orthographic perspective









Code

class Camera

{

public:

Camera(const Xform &world2camera);

virtual ~Camera();

virtual Ray gen_ray(float sx, float sy) const = 0;

public:

Xform world2camera;

};



Code

class PerspectiveCamera : public Camera

{

public:

PerspectiveCamera(const Xform &_light2camera,

float _fovy, float _aspect, float _hither, float _yon);

virtual ~PerspectiveCamera();

virtual Ray gen_ray(float sx, float sy) const;

public:

float fovy;

float aspect;

float hither;

float yon;

};



Code

Ray PerspectiveCamera::gen_ray(float sx, float sy) const

{

float scale_y = (float)tan(fovy / 2.0f);

float scale_x = aspect * scale_y;

Float3 d = Float3(scale_x * sx, scale_y * sy, -1);

d = normalize(world2camera.mi.multiply_vector(d));d = normalize(world2camera.mi.multiply_vector(d));

Float3 o =
world2camera.mi.multiply_point(Float3(0,0,0));

return Ray(o, d, hither, yon);

}




















































































































































































































































