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4weighted graph) 



 

3 

�����4��=K>�������3=L���=��� 
 
=K>��������������������������H��D�����M������ 
 

?�A��]�����6-�G=(U�V,E) ���i
�
����.��2��2�7�@�Y�];��9>�--k��-���w:E�R    

23�.-�degM(v) @�-��-6-3��2�A-2>H��
?-�M ���C�Y>��������.���v -�.
];��9>�-��?>A��.
������@1��Y���.���v�V �����
8�-B9�����������	������M ���-�k 

 
 

costM(v)=�i=1degM(v)i=(degM(v)+1)(degM(v))/2 
 

 
@�Y�Yi�A��?>A3��������	�����2Cj- 

 
cost(M)=�v�VcostM(v) 

 
C;<��������������������@��i
�
�-k��-���1A�����������	������M�E ���
���?>A��.1��������� 

 
=K>��������������������������H�����M������ 
 

?-��/����2�A-2>H��

�-k��-��2��Y-�.
��?>A��.3��������	�����I�.�A�������C;<���
��Y�.X�Y�-?-��/�-�k26�����-@1��Y�-1A����?-�����-��-?�A���2��H�������-�k-
-�����Y3	k-�����-6-�-���m�����-�?�A2��H�������@�A6.��3	k-����������C�Y
6�=��-
2���-�k-�A6.��.��i��}1
������2 1̂3��26����?>A?-��C�Y
6�=��-?��~�������
C�Y
6�=����?�A26��6
-A�.�������H���������C�Y
6�=��-���2��}�2�}6������-48����-9?-��J��
��.��.��� 8) ���-�k-2��
�m-�.
C;<��������������������@��
�-k��-��i�A���-�k��?�A��]���
��6-�G=(U�V,E) ���i
�
����.��2��2�7�@�Y�];��9>�--k��-���w:E�R   23�.-�degM(v) @�-
��-6-3��2�A-2>H��
?-�M ���C�Y>��������.���v�V -�.
];��9>�-��?>A��.������@1��Y���.���
v�V �����
8�-B9���������	�����M I�.8���/�����.���uT,uL,...,udegM(v) ���C�Y>������v 2��.�

1
�����3��-k��-��3���w(ui,v) ��
�iC-A�.��Yi�A];��9>�-��?>A��.������.���v ���-�k 
 

costM(v)=�i=1degM(v)i�w(ui,v) 
 
@�Y�Yi�A��?>A��.3��������	�����2Cj- 



 

4 

 
cost(M)=�v�VcostM(v) 

 
C;<��������������������@��
�-k��-���1A�����������	������M�E ���
���?>A��.1��������� 

 
B�������� 

 
��6���.
�=���8B9���-�k� 
 
1  ��������	
������-?-26��O(|E|�(|U|)log|U|) ��������/����2�A-2>H��
i
�
�-��-��� 	̂��

C���C�������������	
3���Harvey et. al. 	̂�����-?-26��O(|U||E|)  

2��-�.
3��C;<�@�Y��/�
��1�8Hk-�-3��C;<�������	�����?-��/����2�A-2>H��

�
-k��-�� 

3  ��������	
������-?-26��O(|U|(|E|+|U|log|U|)) ?-��/����2�A-2>H��

�-k��-�� 	̂��2Cj-
��������	
@��26�8��-
��������	
@��3��C;<�-�k 

 

2������� 
 

������1�6�.��3��C;<�@���?-X8��� 2 2Cj-1�6�.��3����
���
.�-�����-6-
2��H�������
��6���-6-�?-X82�A-�	�@���������	������ 

 

 
X8����L 1�6�.��C;<�������	������2�A-�	�@���������	����� 
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���=�G���2	<@C����A��
N 
 

C;<�������	�����������������1
-�.
������6
����
����
.28H����Y�.X�Y�-��� 	̂���
Harvey et. al. i�A@���6�������	����������������1
-�.
������6�Y2Cj-����Y�.X�Y�-�����
������?-��6��=���.��C@�����H��];��9>�-6��=����3	k-��������3�����.�����@�Y���6��=�I�.?>A��
-��9
�4norm)  �����C@���6
��k����6
@C�C�6-�4variance)   @�Y���X�Y�-�������
4maximum load)   -����-�k��������	
������@�AC;<�.���
�m-�iC?>A�-i�A��?-��
@�AC;<��H�-��2>�-���?-�Y��i
I�� �̂]19@����]i�2��������4Microsoft Active Directory 

system) (��-�.�Y2��.�28��
21�
?-�-6���.3���Harvey et. al. (2003)) 
 

��2O�=�G���	 
 

1.  28H��7	�JC;<�������	�����@�Y��/�
��1��������< 

2.  28H��8�G-��������	
?-��@�AC;<�������	����� 
 

4��3424���������� 
 
7	�JC;<�������	�����������������?-��/������]
�-k��-��@�Y��]i
�
�-k��-������@�Y�

��������	
?-��@�AC;<����I�.����6���.2�8Y�A-��J��� 



 

6 

���2���3����� 
 

C;<�������	�����m�����6m	����k�@��?-�-���H�3�� Lawler (LggT5�� 	̂�����6m	�C;<�
������	�����@��
�-k��-������I�.
����C�Y���928H���������	��������
�-k��-���6
3��2�A-2>H��

�
����������C;<�������6�
�m@�Ai�AI�.?>A��������	
@���YI
��4greedy algorithm)    C;<�
������	�����-�km��-�
���6m	�������k�I�. Harvey et al. (Lggh5���� 	̂��
��C;<�-�k2Cj-�����-�
�-?�A���2��H�����������@�Y�
�m���-��-��.�-?�A���2��H�������2��H���2��.6i�A����I�.���
��?>A��.2Cj-26�?-���������-3��@1��Y�-����8�A�
��k�2�-���������	
���6�B�������

@�AC;<�?-��]�G=(U�V,E) I�.���-?-26��O(|U||E|) @�Y�O(|U|hqL|E|) 

-����-�k Harvey et al. (Lggh5����.��i�A@���6�B�������-C;<��4problem reduction) 2Cj-
C;<���i��������?-2��H�3�.���
���?>A��.1���������4minimum-cost maximum-flow 

problems) @�YC;<��������������6-2>��-k��-���4weighted bipartite matching problems) 

(�.��?-��6-3����-�2�-�=��-���@1�i
�C���?-6���6�>��5 
 
-����-�k����7	�J��?�A���6����2��-��@�Y6�B������?>A?-��@�AC;<���i��

������?-2��H�3�.���4maximum flow problem) @�Y�C;<����6�m������k-���������4shortest 

problem)  �
�m-�
?>A?-��@�AC;<�������	�����i�A2>�-��-��?-��-�k�Y�B��.��J�����
2���.63A�����������	����������6�H�?-��6-@���Y�B��.��J�����������4matching theory)  ��6-���
������6m	���J����i��?-2��H�3�.�4network flow theory) ������2-Hk��?-��6-���=�-
���
=�A��-����-?��
�m�A-�6A28��
21�
i�A���-���H�
1��-���2>�-��-���H��Data structures and 

network algorithms 3���Tarjan (TOVh5,  �-���H��Combinatorial Optimization: Networks 

and Matriods (LggT5,  �-���H��Network flows: theory, algorithms, and applications 3����
Ahuja, Magnanti and Orlin (TOOh5,   �-���H��Combinatorial optimization : polyhedra and 

efficiency 3���Schrijver (Lggh5���@�Y���-���H��Matching Theory 3���Lovász and Plummer 

(TOVU5�����?-��6-����A.3����-�k2��Y���6m	��-6���.?-���13��C;<�������	����� 
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�P5Q���������� 
 
��J�������������6m	���/�
��1�����]���
����������
���/9���/�
��1�3����������

��������C;<�?-��J����������@���i�A2Cj-�������
��H��C;<���������?-��]�����6-���H��
2��.�����.���-	��6��������������6-�4bipartite matching problems) @�Y�C;<����������-
��]���i
�?>���]�����6-���H��2��.�����.���-	��6��4non-bipartite matching problems) 	̂��
?-���-�k2��Y�-?�2�8YC;<��������������6-2��-�k-��C;<��������������6-�4bipartite 

matching problems) 2Cj-C;<����
��6
����<?-�A-�����2�
Y�
������4optimization 

problems) @�Y2Cj-C;<����
�=�A7	�J��-
�������C;<��-	�����-6���.?-�A--�kC�Y����A6.
��C@��3��C;<�@�Y2��-��?-��@�AC;<����@1�1����-2Cj-��-6-
��@�Y
���-�iC
C�Y.��19?>A?-��C@��3����
���
.�-�4assignment problems) @�YC;<���3-����
4transportation)  C;<�������	������4semi-matching problems) �}2Cj-�����C@���-	��3��
C;<�?-����
-�k2>�-��-��C;<��������������6-�
�m@������i�A2Cj-���C�Y2X���H��C;<�
�������������6-2>��3-��4cardinality bipartite matching problem)  @�YC;<������������
��6-2>��-k��-���4weighted bipartite matching problems)  ?-��63A�1��iC2��Y���6m	���J��
8Hk-�-3����������@�Y-�.
3��C;<���������� 

 

�P5Q��AM�R�� 

 
?-��/����2�A-2>H��
i
�
�-k��-�����J����3���Hall i�A��@-���/������]
���������@��

�
���/9 
 

�P5Q������
S
I�P5Q���4��
Hall (Lovász, 1986)J��6�7�G=(U�V,E) 4�8$���% &!
 �'$�(9:�6�7��(X) (,$,"��"#2&#6$�U�V ,-.1;#����"#2&#&2��!$7&2�$3.!�"#6$�X (97'�G �:)-���
����������U <�2�!�V �=1�&4)>.&�|�(X)|	|X|  0�����,"��X�U 

 
��J����3���Egerváry @���2�H��-i33���6
��������3�����������M ?-��/������]
�

-k��-�������A-��� 
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�P5Q������
8
I�P5Q���4��
Egerváry (Schrijver, 2003))  6�7�G=(U�V,E) 4�8$
���% &! �'$�(9:6�7�w:E�R+ 4�8$%�!�+?�$$/0��$���(97'$/0��$�� �! "#@&!���������6$�G �:
4,��������1.0� "#@&!�
(U�V), 4)>.&�
:U�V�R+ )- 

 
 
(u)+
(v)	w(u,v) 
 

 0�����(1�9:4 7$4?>.&)�e=(u,v) A7��w 4�8$1�'49@�0�$'$41=)4�� �)��A���
 ,-.4�8$�0�$'$
41=)<#7 

 
��J����������6I�.@��-@�A@�A62Cj-��J����X6Y�����-3����IC�@��
2>��2�A-�

4linear programming duality) -��-2������J��������6
@�A6?�A6�B���@�A��@-���]���
���
������@���
���/9�@1�i
�i�A���6m	�6�B���@�AC;<�����J����1��iC2Cj-��J����3�� Berge 

(TOMS5� 	̂����@-����J/Y3�������������2Cj-���������������I�.?>A@-6���3��';A- 9���
4alternating path) @�Y';A-(1�!41;)�4augmenting path) 	̂��-�.
i�A���-�k��?�A�G 2Cj-��]?�~�4i
�
��2Cj-1A��2Cj-��]�����6-5�@�Y�M 2Cj-��������?�~��-�G  2��.��P=vT,vL,...,vm 2Cj-';A- 9��,-.

 �)B�$C+����M (M-alternating path) mA�(vi,vi+T5�M �}1��2
H���(vi+T,vi+L5�M  2��.����.���v 

2Cj-�"#2&#,-.<)�A���������mAi
�
�2�A-2>H��
?-�M C�Y>������v  @�Y�2��.�6�m��������2>H��
���.�����i
�
m��������������6��';A-(1�!41;),-. �)B�$C+����M (M-augmenting path) ����2�16�mA2���2�A-2>H��

����.��?-6�m�@1��21�
�P ������M @�A628��
2�A-2>H��
����.��?-�P�@1�i
��.��?-�M 23AiC?- M �Yi�A��
���������
�3-�?�<�3	k-�2��.���Y�6-��-�k6���@1��21�
���������M �A6.�P 

 

�P5Q������
T�6�7�M 4�8$���������6$���%�G (97'�M �:4�8$��������� �! "#�=1�&4)>.&<)�)-';A-
(1�!41;)6$�G ,-. �)B�$C+����M  
 
=K>������������������3@��4��� 
 

����� 

 
?�A��]�����6-�G=(U�V,E) �������������� &! �'$4?;!@$�#��H��C;<���

����������M �-��]�����6-���
�3-��������2��.�����.��6��������������� �! "#6$
���% &! �'$�4maximum bipartite matching)  
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3�����<����H�C=K>�� 
 
����J�������i�A���6
@�A6-�iC���2��-��8Hk-�-?-��@�AC;<���������

������?-��]�����6-�G=(U�V,E) ��.@�����-�k� 
 

����H��U����3����
IHungarian method) 
 
�6�B�-�k�Y28��
3-�3�����������M I�.�6�B�@1��21�
�P @�A6@1��21�
��

�������M �A6.�P  ̂ 	����I�.��2�A-2>H��
?-�M�P @�Y28��
2�A-2>H��
?-�P-M 23AiC
?-�M -��-�H���������2�A-2>H��
����.��?-�M @�Y�P ���
@�A6-�2�A-2>H��
����.��
?-�M @1�i
��.��?-�P 23AiC@�-� 	̂���Y��?�A�M 
�3-�28��
3	k-�28�Y���2���
1A-
@�Y���C�.3���P 1��������.�����i
�m��������������J������� h 3���Berge 2
H��
i
�8�6�B�@1��21��
�����
8�-B9����M ?-�G �Yi�A�M 2Cj-��������������?-�G  

 

����3=L�=K>�����D�<�3��A�4���
Ireduction to network flow 
problems) 

� 
 
6�B�-�k�Y
��C;<��������������6-2Cj-��/�2�8Y3��C;<���i��

������� 	̂������-C;<�I�.�Y����7��3��2�A-2>H��
�����.��?-�U iC���.��
?-�V @�A628��
@����1A-���s @�Y�@����C�.���t  ��-�k-��A�2�A-2>H��
�Y��
��7�����s 1��iC.��������.��?-�U @�Y��A�2�A-2>H��
�Y����7����������
.��?-�V iC.���t  ���-�?�A���2�A-2>H��

��6
��2Cj-�1��1�6�.��������-
C;<�@���?-X8��� 3 X8�4a) @���C;<���������������I�.2�A-�	�@�����
�������������@�YX8�4b) @���C;<���i��������I�.2�A-�	�@�����i��
���������.�Y2��.�3��C;<���i���������Y���6m	�?-��63A�C;<���i��
������ 
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X8����h�1�6�.��������-C;<����������������iC2Cj-C;<���i���������X8�(a) @���

C;<����������������@�Y�X8�(b) @���C;<���i��������2�A-�	
@�����i���
 

1����� 1 1�����C26������-3����������	
�������<������@�AC;<���������������?-
��]�����6- 

 

CE 2�A3��=��-� 26������- 6�B��� 
1931 K�nig O(nm) Hungarian method 

1973 Hopcroft and Karp  O(�(n)m) Blocking flow 

n @�-��-6-3�����.���@�Y�m @�-��-6-3��2�A-2>H��
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=K>������������������3@���M������ 
 

����� 
 
?�A��]�����6-�G=(U�V,E) @�Y�];��9>�--k��-���w:E�R  ��������������

 &! �'$4?;!$/0��$���4weighted bipartite matching problems) �H��C;<������
���������
�-k��-���6
�������������2��.�����.��6���������������$/0��$�� �! "#6$���% &!
 �'$�4maximum-weight bipartite matching problems) @�Y�

�������������������
 �! "#,-.)-$/0��$��1.0� "#6$���% &! �'$�4minimum-weight maximum bipartite 

matching problems) 	̂��2Cj-C;<�2��.6���C;<���
���
.�-�4assignment 
problems)  

 

3�����<����H�C=K>�� 
 
2��-��?-��@�AC;<����������������
�m-�
?>A?-C;<���������2>��

-k��-��i�A�I�.?>A��J����X6Y�����-3����IC�@��
2>��2�A-� 	̂������J����3���
Egerváry ��?�A���6������������������
�-k��-���������M ?�~��Y
�];��9>�-�
:V�R 

��������A�������/�
��1����3A��A-���� 
 


(u)+
(v)	w(e),(u,v)�E 
 


(u)+
(v)=w(e),(u,v)�M 
 

2��Y2��.��
 6�2Cj-1�'(�������$��dual variables)  ��J����3A�1A-�
�m
�B��.���@��i�A6��2�A-2>H��
����
�m�.��?-�����������
�-k��-��������i�A-�k--k��-��3��
2�A-2>H��
1A��2����-8������=��6
3��1�6@C������-���2�A-2>H��
-�k-C�Y>���.���2��.�2�A-
2>H��
2���-�k6�4 7$4?>.&),-.2&)���<#7�4admissible edge) @�Y2��.���]���C�Y����A6.
2�A-2>H��
���.�
���i�A6�����%,-.2&)���<#7�4admissible graph) 	̂��-�iC���2��-��8Hk-�-
?-��@�AC;<���������2>��-k��-���������<���-�k� 
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����H��U����3����
IHungarian method) 
 
�?>A��C�����1�6@C������-�@�Y28��
3-�3�����������M I�.�6�B�@1��

21�
�P ?-��]���.�
���i�A�@�A6��2�A-2>H��
?-�M ����.��?-�P @�Y28��
2�A-2>H��
?-�
P ���i
��.��?-�M 23AiC?-�M 	̂���Yi�A�����������
�3-�28��
3	k- 

 

����3=L�=K>�����D�<�3��A�4���
Ireduction to network flow 
problems) 

 
�6�B���-�k�Y
��C;<��������������6-2>��-k��-��2Cj-��/�2�8Y3��

C;<���i��m������ 	̂���Y���6m	�?-��63A���i�����������
���?>A��.1��������  
������-��I�.�Y����7��3��2�A-2>H��
�����.��?-�U iC���.��?-�V  28��

@����1A-���s @�Y�@����C�.���t  ��A�2�A-2>H��
�Y����7�����s 1��iC.��
������.��?-�U @�Y��A�2�A-2>H��
�Y����7����������.��?-�V iC.���t 
���-���?>A��.3��2�A-2>H��
���s iC�U @�Y2�A-2>H��
���V iC�t 2������0�2�A-
2>H��
�H�-?�A
���?>A��.2Cj-�-w ��������.�Y2��.�3����J����i��m������Y
���6m	�?-��63A���J����8Hk-�-?-2�H���C;<���i�����������
���?>A��.1��
�������1�6�.��������-C;<�@���?-X8��� 4 
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X8����N� 1�6�.��������-C;<���������-k��-��������2Cj-C;<���i��m������X8�(a) @���

C;<���������-k��-���������@�Y�X8�(b) @���C;<�����i��m���������I�.2�A-�	�
@�����i���

 
1������2 1�����C26������-3����������	
�������<������@�AC;<���������-k��-��

������?-��]�����6- 
 

CE 2�A3��=��- 26������- 6�B��� 
1970 Edmonds and Karp  O(n�SP+(n,m,W) reduction to MCMF 

1989 Gabow and Tarjan  O(n1/2mlognW) Hungarian + Scaling 

n @�-��-6-���.��, m @�-��-6-2�A-2>H��
, W @�--k��-��������3��2�A-2>H��
�@�Y�
SP+(n,m,W) @�-26����?>A?-���2�A-����k-������2
H���6
.62�A-2>H��
i
�1���� 
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�P5Q����D�<�3��A�4��� 
 

?�A��]�Y����7���G=(V,E) ���-�];��9>�-�'�)�"3��@1��Y2�A-2>H��
2Cj-�u:E�R+ 

I�.�

1�6�2�A-2>H��
���i
��.��?-��]
��6
��2Cj-�g��?�A(�9�!17$,�!�4source) s�V @�Y(�9�!
�9�2,�!�4sink) t�V  ���<�9����s <��t �H�];��9>�-�V�V�R ���
���/�
��1��H� 
 

1   ))�1�4 )>&$�4skew symmetry) �H��f(v,a)=-f(a,v) 

2  4!>.&$<@�'�)�"�4capactiy constraint) �H��f(v,a)�u(v,a) 

3  ���&$"���D+���<�9�4flow conservation constraint) �H����a�Vf(a,v)=0����������
���.���v�V-s,t 

 
���@&!���<�9�4value of flow) �H��=��6
3����i�����6���������s 	̂��2�����=��6


3����i�����6���23A����t 23�.-@�-�A6.�|f|=val(f)=�v�Vf(s,v)=�v�Vf(v,t)  ���6?7���2@&!���
<�9�4cost of flow) 23�.-@�-�A6.�cost(f)=�e�Ef(e)�c(e)  ��i�����i
��
�m28��
C��
/��
i��i�AI�.i
�2C���.-2�A-����i��2��.�6�����<�9�E#97&)�4blocking flow)  -�.
��'�)�"
1��7�!3��2�A-2>H��
�2Cj-�rf(e)=u(e)-f(e) �H�����6
�����2��H��.��3��2�A-2>H��
������i��=�-6���
=�-�@�Y�Yi�A-�.
3�����%1��7�!�2Cj-�Rf(G)=(V,Ef) 2
H���Ef={e|e�E,rf(e)>g} �H����]���
C�Y����A6.2�A-2>H��
���
��6
��1��A�
��6��g��?-
�

��3����i��2��Y-�.
';A-(1�!41;),-.
 �)B�$C+����f 2Cj-6�m����s iC�t ?-�Rf(G) @�Y� �'$1�#�:�'��!�s (9:�t �H��2 1̂3��2�A-2>H��
�X�E 

���2
H�����X ������G @�A6i
�
�6�m���iC�s iC�t  I�.�����?>A��.3����6-1���Y�6���X 2Cj-
=��6
3���6
��3��2�A-2>H��
?-�X �H��c(X)=�e�Xu(e)  
 
�P5Q��AM�R�� 

 
�����������<�9 �! "#�4maximum flow problems) 2Cj-C;<������A�����-��C;<��-	���

	̂��C;<�-�k�
�m-�
?>A?-��@�AC;<��������������6-2>��3-�i�A����������	
���?>A?-��
@�AC;<���i��������-�k
�8Hk-�-
����@1��21�
��i���4flow augmentation)  1
��J��
��3���Ford and Fulkerson (TOMN, TOMS5 (Schrijver, Lggh5� 
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�P5Q������
:����<�9�f �:4�8$���<�9 �! "#�=1�&4)>.&<)�)-';A-(1�!41;),-. �)B�$C+����f   
 
��������J����8Hk-�-�������<������-	��� 	̂��@���?�A2�}-6�mA�6
��?-2�A-2>H��
2Cj-

��-6-21}
@�A6���i���������Y
�C��
/2Cj-��-6-21}
�A6.�H����J����3���Ford and 

Fulkerson (TOMN, TOMU5 (Schrijver, Lggh5� 	̂����A�����-��?->H����J������i��������+��6-1��
1������4max-flow min-cut theorem)  

 

�P5Q������
9
I�P5Q���
���D�.������
����2��.2������ (Ford and Fulkerson, 1954, 

1956))  6�7�G=(V,E) 4�8$���%(��)-,;5,�!, 6�7�s,t�V, (9:6�7�u:E�R+   (97'��;)�*���
<�9 �! "#����s <��t F�2617�u   �:4,������'�)�" �'$1�#1.0� "#�:�'��!�s (9:�t   

 
��J����������6iC@�A6-�iC���6�B���@�AC;<����
�26������-3	k-���C��
/��i��

�������I�.?>A6�B���@1��21�
��i���iC�-�6��Yi
�
�6�m�@1��21�
2��H��.��� 
 

=K>�����D������� 
 
����� 

 
?�A��]�G=(V,E), @����1A-���4source) s, @����C�.���4destination) t 

@�Y�];��9>�-�6
���u:E�R+  C;<���i����������H��C;<������i�����s iC�t
���
�����i������������ 

 

3�����<����H�C=K>�� 
 

2��-���������<?-��@�AC;<���i��������
����-�k�� 
 

���D�=V�C��
IBlocking Flow) 

 
�2Cj-2��-�����������i��������I�.���i��CD��A�
�-��]

1��A��@�Y?>A��i��CD��A�
?-��@1��21�
��i����6�B���-�km��-�
?>A���k�
@��I�. Dinic (1970)   
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Push-Relabel 
 

�6�B���-�km��2�-�@-6���3	k-I�. Karzanov (1974) ?-3�k-1�-@���Y
2���
���������<�9F�2�$7��4preflow) 	̂��2Cj-];��9>�-�E�R ���
���/�
��1�
��A.��i����H��2Cj-iC1
2�H��-i3�6
���@1�i
�2Cj-1
2�H��-i3�-����J9��
i����6�B���-�k�YC�Y����A6.];��9>�-�����-�����H��push @�Y�relabel I�.
�YC�����i��X.�-A�I�.?>A];��9>�-�push ��-��i��iC.��@����C�.��
?�Ai�A
�������� 	̂���Y
����<�9 �'$4�;$�4excess flow) 2��H��.��?-@1��Y���.���
2
H��i
��
�m��-��i��iCi�A�����i����6-2��--�k�Ym����-����iC���@����
1A-����-��Y����i
�
���i����6-2��-2��H��.��?-��]���Yi�A��i��X.�-A
?-�������A.2Cj-iC1
2�H��-i3�-����J9��i���@�Y2Cj-��i����������
2��-��2���-�k
���Ym��-�
?>A��6
��-�-����-�k.��
���?>A2��-����C���
��1���6-�4scaling algorithm) C�����1���6-�6
�����-�
8���/?�A
���
-A�.���� 	̂���
�m>�6.?�A@�AC;<�i�A��.3	k-��2��-��-�km��2�-�I�. Edmonds 

and Karp (1972) @�Y� Gabow (1983)  	̂��8�G-3	k-28H��@�AC;<�2���.6���
2��H�3�.��.C;<� 
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1������h  1�����C26������-3����������	
�������<������@�AC;<���i�������� 
 

CE 2�A3��=��- 26������- 6�B����
1951 Dantzig O(n2mU) Simplex 
1956 Ford and Fulkerson O(n2mU) augmenting path 
1970 Dinic O(nm2)  Blocking flow 
1970 Dinic O(n2m)  Blocking flow 
1972 Edmond and Karp  O(nm2) augmenting path 
1972 Edmond and Karp  O(m2logU) augmenting path, 

scaling 
1973 Dinic O(nmlogU) augmenting path, 

scaling 
1974 Karzanov O(n3) augmenting path, 

scaling 
1977 Cherkassky O(n2�(m)) blocking preflow 
1980 Galil and Naamad O(nmlog2m) augmenting path, data 

structure 
1983 Sleator and Tarjan  O(nmlogn) augmenting path, 

dynamic tree 
1986 Goldberg and Tarjan  O(nmlogn2/m) augmenting path, 

dynamic tree 
1987 Ahuja @�Y�Orlin O(nm+n2logU) push and relabeling, 

scaling 
1987 Ahuja, Orlin and Tarjan O(nmlog(n/m)�(logU)) push and relabeling, 

scaling, dynamic tree 
1989 Cheriyan and Hagerup O(nm+n2log2n) Randomized 
1990 Cheriyan, Hagerup and 

Mehlhorn 
O(n3/logn) - 

1990 Alon O(n(m+n5/3logn)) derandomized from 
previous work 

1992 King, Rao and Tarjan O(nm+n2+�) - 
1993 Phillips and Westbrook O(nmlogm/nn+n2log2+�n) 

(for all �>0) 

- 

1994 King, Rao and Tarjan O(nmlogm/(nlogn)n) - 
1998 Goldberg and Rao  O(n2/3mlogn2/mlogU) binary blocking flow 

n @�-��-6-���.��, m @�-��-6-2�A-2>H��
, U @�-3-��6
��
�������3��2�A-2>H��
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=K>�����D���������������<@C����2��������� 
 

��������<�9 �! "#,-.)-���6?7���21.0�,-. "#�4minimum-cost maximum-flow problem) 

��H�2��.�I�..��6���������<�9A�� "#�4minimum-cost flow problems)  2Cj-C;<������A�����-��
C;<��-	��� 	̂���
�m
��2Cj-��-�.���6iC3��C;<���i���������@�YC;<����6�m������k-
��������6�m��s-t �����k-�������
�m-��-�.i�A����i���s-t m��������
�C��
/�T��-�6.�@�Y��i���s-t 

�������Y2�������i���s-t m������mA���-���?>A��.3��2�A-2>H��
������s 2Cj-�-T�@�Y2�A-
2>H��
���2��H�2Cj-�g�4�

1�6�i
�
�2�A-2>H��
23A��s)  C;<����
��6
��
8�-B9���C;<���i��m��
����H����������<�94'-2$,-.A�� "#�4minimum-cost circulation)  @�Y���������@$A��2,-.A�� "#�
4minimum-cost transshipment)  	̂��C;<���k��
-�k-�

����-�2
H�����6m	���������	
������
@�AC;<�?-����
-�k��Y�
.m	�C;<����1�������C@��3����J��������Y��C;<�� 

 

����� 

 
C;<���i��m���������
�m-�.
i�A���-�k��?�A��]�G=(V,E), @����1A-���

4source) s, @����C�.���4destination) t, ];��9>�-�6
���u:E�R+ @�Y�];��9>�-
��?>A��.3��@1��Y2�A-2>H��
�c:E�R  ������];��9>�-�f:E�R ?�~��-�.
��?>A��.3���f 
2Cj-�cost(f)=�e�Ec(e)f(e)  C;<���i��m����������H��C;<������i�����������
s iC�t ���
���?>A��.-A�.-A�.������2��.������i���������H�-��?�A];��9>�-��C���9�d:E�R+  

���<�94'-2$,-.)-&"� !�+�d �H��];��9>�-�f:E�R  ���
�2�H��-i3�H�� 
 
1   ))�1�4 )>&$�4skew symmetry) �H��f(v,a)=-f(a,v) 

2  4!>.&$<@�'�)�"�4capactiy constraint) �H��f(v,a)�u(v,a) 

3  ���&$"���D+�4conservation constraint) �H���a�Vf(a,v)=d(v) 
 
-�.
��]1��A�3����i��26�.-2>�-2��.6�����i���@�Y-�.
��?>A��.2Cj-�

cost(f)= ����e�Ec(e)f(e)  '!�&����6?7���29��4negative cost cylce) �H���6����?-
��]1��A����
���?>A��.�6
3�����2�A-2>H��
2Cj-������C;<���i��26�.-m�������H��
C;<������i��26�.-���
���?>A��.m��������� 
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�P5Q����AM�R�� 
 

2
H��8���/C;<���i��m�����?-��C3��C;<���i��26�.-�@�Y8���/?-
��]1��A��Rf(G)  Ford and Fulkerson (TOUL5�i�A@����6
��
8�-B9�Y�6����
i��26�.-���6������?>A��.��?-��]1��A����-�k� 

 

�P5Q������
W�6�7���%�G=(V,E) (9:�d,u,c:E�R  6�7�f:E�R 4�8$���
<�94'-2$��(97'�f �:4�8$���<�94'-2$A�� "#�=1�&4)>.&<)�)-'!�&����6?7���29�6$�Rf(G)  

 
��J����������6��?�A�
�m1�6����6���i��26�.-
���?>A��.1����������H�

i
�i�A?-26�8��-
�@�Y-�iC���6�B���?-��@�AC;<���i��m��������I�.2���
����
���i���������@�A6C�����?>A��.3����i��I�.�������6������?>A��.����
-����-�k�Ford and Fulkerson (TOUL5�.��i�A?�A6�B�?-����@-���i��26�.-���m���������
I�.8���/X6Y�����-�����-���2>��2�A-�?-��C3��%�!�+?�$�����p 	̂��2Cj-];��9>�-�-
���.���@�Y��?>A��.����-�cp(u,v)=p(u)-p(v)+c(u,v) �����J����1��iC-�k� 

 

�P5Q������
X�6�7���%�G=(V,E) (9:�d,u,c:E�R  6�7�f:E�R 4�8$���
<�94'-2$��(97'�f �:4�8$���<�94'-2$A�� "#A7�)-%�!�+?�$�����p ,-.�e�E,  

 
 cp(u,v)<0� f(v,w)=u(v,w) 
 

��J����@���-�k@������J/Y3���6
��
8�-B9@��1�����+�������4min-max 

relation) ������C;<���i��m��������� 	̂��-�iC���6�B���@�AC;<�@��@�AC;<������-�
4dual approach)  

 

3�����<����H�C=K>�� 
 

�����������	
������@�AC;<����2Cj-�����A���@�Y�
�m���-i�A?-26�8��-

?>A@-6���@����C�����1���6-� 	̂��2���
-�
?>AI�. Edmonds and Karp (TOSL5�?-
@��C�����1���6-�6
���@�Y�
���-�2��-��C�����1���6-��?>A��.���?-�-3���
R�ck (TOVg5�@�Y�-3�� Goldberg and Tarjan (TOVS5�4TOOg5��-����-�k.��
���?>A
��C�����1���6-��k��6
��@�Y��?>A��.���C���?-�-3�� Ahuja et al. (TOOL5��
2��-���������<���-�
?>A��6
���2��-����C�����1���6-
����1��� 
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���������������������<@C�����
Inegative cost cycle canceling) 

 
6�B���?-����
-�k�Y2���
�������i���������f @�A6�������6����

��?>A��.��?-��]1��A��Rf(G) 28H������?>A��.3����i��� 	̂��=���8B9?-
3�k-1�-����A.2Cj-��i�����������i
�
�6������?>A��.��2��H��.���Y2Cj-��
i��m���������1
��J������� 4�

 

����H�C=K>��������
Idual approach) 

 
�6�B���-�k
����J����X6Y�����-�4duality theorem) 1
��J����

��� 2 I�.�Y�����];��9>�-�������?�A2�H��-i32Cj-����� 	̂��6�B��-	������
�m��
i�A�H���?>A@1��21�
��i��=�-6�m�@1��21�
���
���?>A��.1��������� 	̂��2Cj-@-6���
3��];��9>�-���3�����Y2��.�6��f 6�� "#@-#�4extreme) mA�cost(f)	cost(f') ������
����|f|=|f'| -��-�H��f 
���?>A��.m��������?-��i�����.�
���i�A���
�����i��2����-� 

 
1������N��1�����C26������-3����������	
�������<���������i��m����� 
 

CE 2�A3��=��- 26������- 6�B��� 
1972 Edmonds and Karp  O(mlogU�SP+(n,m,K)) solving dual, scaling 

1988 Orlin  O(mlogn�SP+(n,m,C)) solving dual, scaling 

1990 Golberg and Tarjan  O(nmlogn2/mlognC) scaling 

n @�-��-6-���.��, m @�-��-6-2�A-2>H��
, U @�-3-��6
��
�������3��2�A-2>H��
, C 

@�-��?>A��.���������3��2�A-2>H��
, @�Y�SP+(n,m,C) @�-26����?>A?-���2�A-����k-������
2
H���6
.62�A-2>H��
i
�1���� 

 
�������O������M������� 

 
C;<����6�m������k-�������2Cj-C;<�8Hk-�-�A-2��H�3�.�?-��C����1�
���Y8�C;<�-�k

i�A���6iC�@�Y
���Y2Cj-C;<�.��.3��C;<����A-2��H�3�.C;<��H�-�-����-�k.��2Cj-C;<����

��6
?��A>�����C;<����������@�YC;<���i��m���������A6.����C@��3��C;<�?-����
-�k���
����<�H�C;<�6�m������k-��������@����1A-��2��.6�4single-source shortest path)  C;<����
6�m������k-����������.@����1A-���4multiple-source shortest path)  @�YC;<����6�m������k-
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������3���������4all-pair shortest path)  ?-���-�k2��Y�-?�2�8YC;<����6�m������k-��������
@����1A-��2��.6���63A�m��iC2��Y?�A-�.
�.��2Cj-��C-�.3��C;<�-�k 

 
����� 

 
?�A��]�Y����7���G=(V,E) @�Y�];��9>�-�6
.6�l:E�R @�Y@����1A-���s�V 

���
����
.3��C;<����6�m������k-��������@����1A-��2��.6��H��1A������Y.Y�������k-������
���s iC.�����.���H�-~����2��H����H��'!�&��:2:,�!9���H��6�������
�=��6
3���6
.63��
2�A-2>H��
2Cj-����mA�G 
�6�����Y.Y����2��Y2��.�6�C;<�i
��
�m���1��i�A�
4infeasible problem) 28�Y6�m����s ���=�-6�����Y.Y�����
�m6��� k̂�6����2��
?�A
�
�Y.Y���6
��k-��i�A2�H��.~��%�!�+?�$�����4price function) �H��];��9>�-�V�R  ?�A];��9>�-���p 

2�-�.
];��9>�-���6?7���29#,&$�lp:E�R ���-�k� 
 

lp(u,v)=l(u,v)+p(u)-p(v) 
 
mA�p(u)=p(v)=� 2�-�.
?�A�lp(u,v)=l(u,v)  2��Y2��.�];��9>�-���p �����?�A�lp	g�6�

];��9>�-�����2Cj-iCi�A�4feasible price function) 
 

3�����<����H�C=K>�� 
 
2��-���������<?-��@�AC;<�6�m������k-��������H��';C-�����G�2�:2:,�!�4labeling method) 

	̂��
������-�H��@1��Y���.���v �Y�Y���G�2�:2:,�!�4�label) d(v) @�Y
��m-Y2Cj-�labelled, 

unlabelled ��H��scanned I�.2���
1A-���-�?�A���.���s 
��m-Y2Cj-�labelled @�Y�d(s)=g��
����������v�V-s ���-��m-Y2Cj-�unlabelled @�Y�d(v)=� 6�B�-�k�YC���C�.�Y.Y��������
���.���v ���
��m-Y2Cj-�labelled  I�.����2-�-���SCAN 	̂��@����.2��.�?-X8���  I�.���
���������2�A-2>H��
�4v,w)�E ����d(v)+l(v,w)<d(w) �YC������d(w)�d(v)+l(v,w) @�Y���-�
�m-Y�w 2Cj-�labelled 2
H��������2-�-���Y���-��m-Y3���v 2Cj-�scanned  6�B�-�k�Y��
�����-�}1��2
H���G i
�
�6�����Y.Y�����@�YmA�������-�Yi�A�d(v) 2Cj-�Y.Y�������k-
���������s iC�v  

 



 

22 

 
X8��� 5  ����2-�-���SCAN 

 
 
-����-�k.��
���?>A��������	
@��C�����1���6-�4scaling algorithms) 
?>A?-��

@�AC;<��A6.����-6���.3���Gabow (1983), Gabow and Tarjan (1989) @�Y Goldberg 

(1993)����������	
����<���2��Y���6m	��H���������	
3���Bellman-Ford-Moore @�Y
��������	
3���Dijkstra 

  

���������4��
Bellman-Ford-Moore 
 
��������	
3���Bellman-Ford-Moore (?-�-6���.3�� Bellman (1958), 

Ford (1962), Moore (1959)) ��������3�����SCAN ���.�����
��m-Y�labelled 

1
�����3����m��2C���.-�m-Y2Cj-�labelled �H����.�����m��2C���.-�m-Y���-�Y
i�A������SCAN ���-���������	
������6
�26������-2Cj-�O(nm) 2
H���n �H���-6-
���.���@�Y�m �H���-6-2�A-2>H��
���������	
-�k�
�m?>Ai�A��/������]
�2�A-2>H��

�Y.Y�����4@1�i
�
�6�����Y.Y����5���������	
3���Bellman-Ford-Moore 2Cj-
��������	
�����������2�����2Cj-�����A���������-�����]���
��6
.63��2�A-2>H��
2Cj-��-6-
����� 
 
���������4��
Dijkstra 
 

��������	
3���Dijkstra (TOMO5�2�H�����.���v ���
��m-Y�labelled ���C�.
�Y.Y���d(v) 
���1�����2Cj-���.������Y�SCAN 2Cj-1�6m��iC��?-��/������]i
�
�2�A-
2>H��
�6
.
����������	
3���Dijkstra �Y�SCAN @1��Y���.��28�.����k�2��.6�I�.
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�7�.@-6������6��d(v) C�.�Y.Y��1���������-�k-�Y.Y�����s iC.�����.�����
��m-Y�
labelled �H�-��A�

����v �Y1A��
��Y.Y��i
�1���6��d(v) ���-�k-�d(v) 2Cj-�Y.Y�������k-
���������s iC.���v @1�mA
�2�A-2>H��
���
��6
.6���2�A-�����6����A�
�
�m?�A�Y.Y��
���1���6�i�A���?�A1A���SCAN @1��Y���.��
��6��-	�����k�� 	̂��2��
�m@���i�A6�
��-6-���k�3����@������Y?>A26�2Cj-@��2�3>�k������4exponential time) 

 
?-��?>A�-��������	
3���Dijkstra ��?>AI�����A�3A�
��]DI�-��>�l�C�

4Fibonacci heap) 
>�6.�Yi�A26������-�O(m+nlogn) 	̂��2Cj-26������������2�����
2Cj-�����A���3����������	
������-�-��]���
��6
.62�A-2>H��
2Cj-��-6-����i
��� 

 
��������	
3���Dijkstra��
�m-�
C�Y.��19?>A�����]���
�2�A-2>H��
�6
.6

��i�AI�.?>A];��9>�-��@�Y����6
.62�A-2>H��
2Cj-��?>A��.����-� 	̂��];��9>�-��
���2Cj-iCi�A�Y?�A��?>A��.����-���
���i
����I�.���6�m������k-�������-��?>A��.����-�Y
2Cj-6�m������k-�������-�6
.62��
�A6.�

 
��������<����24��=K>��������������� 

 
C;<�������	�����m�����6m	����k�@��?-�-���H�3�� Lawler (LggT5�� 	̂�����6m	�C;<�

������	�����@��
�-k��-������I�.
����C�Y���928H���������	��������
�-k��-���6
3��2�A-2>H��

�
����������C;<�������6�
�m@�Ai�AI�.?>A��������	
@�������k�4greedy algorithm)    C;<���
����	�����-�km��-�
���6m	�������k�I�. Harvey et al. (Lggh5���� 	̂��
��C;<�-�k2Cj-�����-��-
?�A���2��H�����������@�Y�
�m���-��-��.�-?�A���2��H�������2��H���2��.6i�A����I�.���
��?>A��.2Cj-26�?-���������-3��@1��Y�-����8�A�
��k�2�-���������	
���6�B�������

@�AC;<�?-��]�G=(U�V,E) I�.���-?-26��O(|U||E|) @�Y�O(|U|hqL|E|) 

-����-�k� Harvey et al. (Lggh5����.��i�A@���6�B�������-C;<��4problem reduction) 2Cj-
C;<���i��������?-2��H�3�.���
���?>A��.1���������4minimum-cost maximum-flow 

problems) @�YC;<��������������6-2>��-k��-���4weighted bipartite matching problems) 

(�.��?-��6-3����-�2�-�=��-���@1�i
�C���?-6���6�>��5� 
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������� 
 

?-��@�AC;<�������	������2�?>A6�B�������-C;<�?�AC;<��.��?-��C����
�m@�Ai�A
��.3	k-�@�Y7	�JI�����A�3��C;<���28H�����/�
��1�2�8Y3��C;<���������������-���
2��Y@���2-Hk��3����-�k���2Cj-�L���6-��H����6-@����Y���6m	�������-C;<���@�Y��6-���
����Y���6m	���/�
��1�3��C;<�� 

 

�������=K>�� 
 
��0�������YD�����M������ 
 

6�B���@C��C;<�������	�����m��������iC2Cj-C;<���i�����m��������-�k-���2��Y?>A6�B���
2��.6���?- (Harvey et al., Lggh5����6�H�?�A�G=(U�V,E)    2��Y��A���]�Y����7���N ���-�k�
?�A�� @�-��-6-�����
�������3�����.��?-V   28��
2 1̂3�����.�����1��iC�Y2��.�6��5�$2+
���6?7���2�C={cT,cL,...,c�} @�Y2>H��
1��@1��Y���.���v�V iC.���ci �A6.2�A-2>H��
���
��6
���T�

@�Y��?>A��.�i, ������������i��deg(v)    ������-�k-28��
�s @�Y�t @�-���.�����2Cj-@����1A-��
@�Y@����C�.�����������@1��Y���.��?-�U 28��
2�A-2>H��
���s iC.�����.��2���-�k-�A6.
��?>A��.�g�@�Y�
��6
���T��-�6.�������@1��Y7�-.9��?>A��.�ci 28��
2�A-2>H��
iC.���t �A6.��?>A��.�
g�@�Y�6
��2Cj-�-�-19�������A.�Y����7��2�A-2>H��
@1��Y2�A-�e�E ���U iC.���V @�Y
���-�?�A
��6
���T�@�Y��?>A��.�g����Yi�A��]?�
��N ���C�Y����A6.���.��O(|U|+|V|) ����@�Y�
2�A-2>H��
�O(|E|) 2�A-�����1�6�.��?-X8��� 6 	̂���Harvey et. al. (Lggh5�i�A@���?�A2�}-6�6�B���
����-������6m��1A��������6�H�����������M ?�~�?-�G �
�m@C��2Cj-��i���f ?-�N I�.?�A�
f i��=�-2�A-2>H��
���U iC�V 1
����Y��?-�M @�Y?�A��i�����v�V iC.���t 2�H���ci ���m��
������2������
�m2�H��i�A����-��-�H���?>A��.3��������	����������������?-�G �Y2�������?>A��.3��
��i�����������m�����������s iC.���t ?-�N 

 
���2�16�?-��@C��-�k���?>A��.�������Y2Cj-�O(|U|) 	̂����?�A�
�m?>A@-6���3����

C�����1���6-3����?>A��.�4cost-scaling) ?-��@�AC;<�i�AI�.��������	
?-�-6���.>�k--�km��
�A-8���3A����2�1������6� 
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X8����U�1�6�.��������-C;<�������	�����@��i
�
�-k��-��2Cj-C;<���i�����m���������2�A-

2>H��
@1��Y2�A-�Y
���?>A��.@�Y���6
���Y���.��?-1�62�3�� Â.@�Y361
������
 
��0�������Y���M������ 
 

?-��@�AC;<�2�����-C;<�2Cj-C;<������������������
�-k��-��1�����?-��]���
��6-�4minimum-weight maximum bipartite matching)    ?�A��]�����6-�G=(U�V,E) 

@�Y];��9>�--k��-���w:E�R   ���2�1���.���v�V ?�~��?-C;<�������	�������
�mC�Y>�����
2�A-2>H��
?-������	������M i�A���2�������-6-�����3���v ?-��]�G  28H��?�A2�H��-i33����������
2>��-k��-��2Cj-���������@C��C;<�1A����A����.������
-�.��-�.��-A�.2�������-6-�����3���
v   @�Y2�A-2>H��
�(u,v)�E ?�~�1A����A�2�A-2>H��
����
-�.���2�������-6-�����3���v 2>�-��-����
23�.-@�-�����3���v ?-��]�G �A6.�degG(v)   mA2Cj-���23A?�>��2�-?-�����6��
.m	���]
?�~�2��Y23�.-2Cj-�deg(v) @�-���������-�-k��-��?�A���2�A-2>H��
���8���/��?>A��.������.���
v 	̂��2������(u,v) 2
H���(u,v) �.��?-������	������M   @�Y2Cj-��
����������������i 3��2�A-2>H��
����.��
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?-�M ���C�Y>������v   (u,v) �Y��?�A2�����?>A��.�i�w(u,v) ?-��?>A��.����v   I�.?�A���.���vi ���
��A����v ?>A�������2�A-2>H��
�-��������������i   ?-�M ���C�Y>������v   2��Y���-�-k��-��
?�A���2�A-2>H��
2������i 2��3��-k��-��?-��]1�k�1A-��2��Y23�.-������-C;<��.��2Cj-��C
-�.���-�k 

 
?�A��]�����6-�G=(U�V,E) @�Y];��9>�--k��-���w:E�R 3��C;<�������	�����@��


�-k��-��������A���]�����6-�G'=(U�V',E') @�Y];��9>�--k��-���w':E'�R   2Cj-��]����
-�.
��-3��C;<���������2>��-k��-������������������.���v�V ���
�������4degree) d ��A����.���

vT,vL,...,vd ?-�V'   28H���6
�Y�6�?-�����6m	�2��Y23�.-�S(v) @�-2 1̂3�����.��2���-�k����

������@1��Y2�A-2>H��
�(u,v)�E ���C�Y>������v ��A�2�A-2>H��
�d 2�A-���(u,vT,(u,vL5,...,(u,vd) ?-�
E' 8�A�
���-�-k��-��2Cj-��w(u,v),��w(u,v),...,d�w(u,v) 1
���������-��-�H��
w'(u,vi)=i�w(u,v) 

 
������-C;<�I�.6�B�-�k�Yi�A��]���V' 
�3-�2�����=��6
3�������3��������.��?-�

V �-�G   	̂��2�������-6-2�A-2>H��
?-�E   @�Y@1��Y2�A-2>H��
?-�E �Y
�2�A-2>H��
����
-�.��-i
�
2��-�|U| 2�A-���-��-�H���-6-2�A-2>H��
?-�E' �Y
�3-�i
�2��-�|U||E|   �Yi�A6���]�G' 
���-6-���
.���|U|+|E| ����@�Y
�2�A-2>H��
i
�2��-�|U||E| 2�A-����@�Y-k��-��������3��2�A-2>H��
?-�G' �Y
�
-k��-��i
�2��-�|U||W|   2
H���W �H��-k��-��������3��2�A-2>H��
?-�G    1�6�.��������-C;<�
@���?-X8��� 7   @�Y�6
m��1A��3��������-C;<�@���?-��J����.��.1��iC-�k�� 

 

�P5Q����������
Z�6�7�M' 4�8$�0�1&�@&!����������� �! "#,-.)-$/0��$��1.0� "#6$���% &!
 �'$�G'=(U�V',E')   �:)-�������3.!����M ,-. )$�2����M' �$�G'=(U�V,E) (9:�M 4�8$�������3.!
���,-.#-,-. "#�
 

������	 
 

8���/�������������������
�-k��-��1������M' ?-�G'   2��
�m��A�������	������M ���
�
-�.��-�@�Y
���?>A��.2����-i�A����I�.������@1��Y2�A-2>H��
�4u,vi)�M' ��A�2�A-2>H��
�4u,v) 

?-�M    23�.-�N(X) @�-���.�����C�Y>��������.��?-�X ������A��G' ���������.���v�V 
�

���.������
-�.��-�vT,vL,...,vdeg(v)�V'    ��?�A2�i�A6�����X�U �Y
��|U|�|N(X)|    1
��J��
����� 1 �Yi�A6�
������������U iC�V'   -��-�H��|M|=|U| @�Y��Yi�A�M' 2Cj-������	���������@�Y2
H��
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8���/���.���vT,vL,...,vdegM(v)�V'   ���������������.���uT,uL,...,udegM(v)   2��.�1
�����

���w(ui,v) ��
�iC-A�.�����C@�������������?-���������Y1A��i
�
��4ui,vj) @�Y�4ui',vj') ?-�M'   ����
i<i' @1��j'>j'   28�Y2��
�m@�-���2�A-2>H��
��k�����A6.�4ui',vj) @�Y�4ui,vj')   28H����A���������
���
�-k��-��1���6�i�A���-��-�H��vi ���
��
.2�3-A�.�Y1A������������uj ���
��
.2�3-A�.����28H��?�Ai�A
-k��-���6
-A�.������� 	̂���Yi�A-k��-���6
2Cj-� 

 
w'(u1,v1)+w'(u2,v2)+...+w'(udegM(v),vdegM(v)) 

=1�w(u1,v)+2�w(u2,v)+...+degM(v)�w(udegM(v),v) 
=costM(v) 

 
	̂���Yi�A6�-k��-���6
3���M' �Y2������cost(M) -��-�H�������	����������������?-�G �Y
�

��?>A��.i
�
��6�-k��-��3���M' 
 
?-��������-2��Y�
�m��A����������M'' ��������	������M* ?�~������-k��-���6


3��2�A-2>H��
?-�M'' 2�������?>A��.3���M*   28H��@���6������������������
�-k��-��1��������Y
�
-k��-��i
�
��6���?>A��.3��������	������M*    I�.2��Y��A��M'' ���-�k���������2�A-2>H��
�
4uT,v),(uL,v),...,(udegM*(v),v) ?-�M*   2��.�1
�����-k��-����
�iC-A�.�����A�2�A-2>H��
�

4uT,vT5,(uL,vL5,...,(udegM*(v),vdegM*(v)) ?-�M''   �Yi�A���������M'' ���
�-k��-���2������

cost(M)   @�Yi�A6������������������
�-k��-��1��������Y
�-k��-��i
�
��6�-k��-��������	����������
����������-��-�H��Yi�A�M 2Cj-������	���������������� 

� 
 

 
X8����S��1�6�.��������-C;<�������	�����@��
�-k��-��iC2Cj-C;<���������2>��-k��-�� 
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��0����2�4��=K>�� 

 
�������������H��D�����M������ 
 

����7	�J��/�
��1�3��C;<�������	�����@��i
�
�-k��-������2��Yi�A2�H��-i3����Y��
��2Cj-�������������3��������	������ 	̂���
�m�B��.?-��C@��3����i�����m�����������I�.?>A
6�B�������-C;<�������	�����iC2Cj-C;<���i�����m��������1
��63A�������-C;<�   
2�H��-i3�Y�.��?-��C3��6�m���C�Y2X�?-��]���i�A��������-C;<�����������]�N ?�~�
@�Y��i���f ?-�N ?�A�Rf(N) @�-����%1��7�!�3���N �����
8�-B9����f 	̂��2��Y23�.-�Rf @�-�
Rf(N) 2
H����A>��2�-6��
.m	��N 2��Y2��.�6�m��Y�6��7�-.9��?>A��.���7�-.9?-�Rf 6��';A-,-.2&)���
<#7�4admissible path) @�Y�Y2��.�6�m����.�
���i�A���ci iC�cj 6�2Cj-@���H�$�9���4reverse) mA�
i>j   

 
���2�16�mA��]
�6�m����.�
���i�A@��=�-�����@���6�?-��]1��A�
�6������?>A��.

������-��-�H�2��
�m2C���.-6�m�3����i��?�A
���?>A��.����i�A�I�.��2C���.-��i��iC1

6�m����.�
���i�A@��=�-�����������1�6�.��?-X8��� 8 2�H��-i33����
�6�B����.�
���i�A@��=�-����
�Y�

�����2�H��-i3����Y��6��Rf(N) i
�
�6������?>A��.��� 
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X8����V�1�6�.��6�m����.�
���i�A@��=�-�����X8 (a) @�����]1��A��I�.2�A-�	
@���6�m���

i���@�Y2�A-C�Y@���6�m����.�
���i�A@��=�-�����
���?>A��.�Y���.���-2�A-2>H��
���
�
��?>A��.i
�2Cj-�g����2�16�6�m����.�
���i�A@��=�-�����Y2Cj-6������?>A��.���X8�(b) 

@�����]1��A�?-X8�(a) ��������2C���.-6�m����.�
���i�A@��=�-����� 	̂��i�A��
i�����
���?>A��.1�����
 

�P5Q����������
;����<�9�f �:4�8$���<�9A��,-. "#6$�N �=1�&4)>.&<)�)-';A-,-.2&)���<#7(��
H�$�9��6$�Rf(N)   
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�������������H�����M������ 
 
?-��63A�-�k�Y�B��.m	���/�
��1�3��������	�����@��
�-k��-���-��]�G=(U�V,E)   

I�.8���/2Cj-��C;<������������������
�-k��-��1���������

����-�-��]�G'=(U�V',E') 

1
6�B�������-?-��63A�������-C;<�@�Y7	�J��-���������	
3�� Edmonds and 

Karp (TOSg5�@�Y Tomizawa (TOST5�
C�Y.��19?>A?-C;<�-�k�����������	
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������6@���?-��������	
�
Min-Matching ?-X8��� 9�

 
 

 
 
X8����O�� ��������	
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�����������?�A�w’p(u,vt)<w’p(u,vt+T5�mAi
�
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?�A�T(n,n',m,k) @�-26������-3����������	
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H���|U|=n,|V|=n',|E|=m, @�Y�|C|=k 
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3��2��I�.?>A��8����-9������@C��
����J������� VKV�?-�-���H�3�� Tarjan (TOVh5� 
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�P5Q����������
8[�A7��:2:,�! �/$,-. "#����s <��t 6$���%1��7�!4,������d 4)>.&�d>M�(97'
���<�91��7�! �! "#�:)-@$�#<)�4�;$�O(|U|/d) 
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��6
.6�.��-A�.�d 2�}-i�A>��6�6�m�@1��Y2�A-�YC�Y����A6.
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��6
.6�l 
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.�6
6���������	
�Y���-i
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��?>A��.3��������	������-���.���v 2Cj-�fv(degM(v))  ?-��/�3����?>A��.���6iC�������-
C;<��Y��A.�������B��.?-��63A�������-C;<��2
H��3-�3��2 1̂�C 3��7�-.9��?>A��.i
�
2������|U| @1�2Cj-�O(|E|) 	̂��2Cj-��-6-3�������@1�1����-3���fv ��������	
3��2��Y���-?-
26��O(|E|�(|U|)log|C|)=O(|E|�(|U|)log|E|) 
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��C;<�-�k2Cj-C;<���
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26�
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�28�.��������C@����
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8���/26����6
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T�wdegM(v))+T�wdegM(v)-T5�KKK�degM(v)�wT�2��������costM(v) @�Yi�A26����6
3��

�-������2��H�������2�������v�VcostM(v)=cost(M)    -��-�H�-�.
3��C;<�?-��C@��������6
?�A=���8B92Cj-��
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.�-���?�A26����6
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H���W @�Y�W' �H�-k��-��3��2�A-2>H��
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G'=(U�V',E') 1
6�B�������-?-��63A�������-C;<�   I�.?>A2��-��������@C��

����������	
3�� Edmonds and Karp (TOSg5�@�Y Tomizawa (TOST5�
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3-�3�������������k��Y
�-	������?-�����-@1��Y����Y28��
3-�3����������I�.@1��21�
�4augment) �����������
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�C�Y>�����2�A-2>H��
?-�
M �A6.�UM   @�Y@�-2 1̂3�����.��?-�V ���i
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��������	
3���Dijkstra ?-���6�m�@1��21�
�����k-��������I�.@�-����Y����������]�G’ 

I�.1����2�i�A���@��I�����A�3A�
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2�A-����28��
2�A-1���
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1�6@�-�� 	̂���Y2�}���2���-�ki6A?-l�C�Q(v)   2
H��
���2��.�?>A�����--�k���I�����A�
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